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‌.‌مقدمه1

های تولیدی وجود دارد، مسئله نگهداری مهمی که در بسیاری از سیستم مسائلیکی از      
 پژوهشگران رو نیازا است؛ساخته و محصول نهایی اعم از مواد اولیه، قطعات نیمه ،محصولات

ض فردی موجول کنتر یها لمد بیشتر اند. درکنترل موجودی پرداخته مسائلزیادی به بررسی 
و شوند ه خیره ذندیی آتقاضادن کرآوردهبرای نند براتو میود نامحدن ماز در که اقلامد شو می

د جوت ومحصولااز خاصی اع نو، انیاوجود با  ؛کند تغییر نمین مال زطودر ها آنکمیت و کیفیت 
خ نتیجه چنانچه نردر شوند. میده ستفاایا غیرقابلو  روندمی زوال  به رون مال زطودر ند که دار

بسیاری از مواد غذایی و دارویی از  .گرفته یددناان تو نمیآن را ثر ، اباشد یتوجه قابلار مقدزوال 
 قبیل مواد هستند.

های سیستم موجودی در طول زمان ثابت در نظر شده هزینهانجامهای در بسیاری از پژوهش     
ها در و تغییرات هزینه توسعه درحالولی با توجه به شرایط موجود در کشورهای  ؛گرفته شده است

نظر  موجودی، امری محال به مسائلسازی گرفتن ارزش زمانی پول در مدلطول زمان، نادیده
سازی شدن مدلترکه به واقعیکمبود از عوامل دیگری است های  گرفتن هزینهنظردررسد. می

وجود کمبود وجود ای زیادی روی وجود یا عدمهکند. مدل های کنترل موجودی کمک میمدل
شدن مدل موجودی و گرفتن کمبود باعث بهینهنظردر و استدهنده اهمیت موضوع  دارد که نشان

 شود.شدن آن میتر یواقع
 ،بودن کمبودزپذیر با مجادفسا یکالاها یبرا دیموجو مدل کنترلسی ربه بر پژوهش نیدر ا     
. شود یپرداخته م ،ی استشیافزا  درجه دوم زمان( ع)تاب   کیکوادرات صورت بهتقاضا  خنر که یزمان
فت ا پس صورت به دکمبو،ثابت دفسا خنر ،تککالایی دیسیستم موجومسئله تحت بررسی، در 

آوردن زمان دستبه یساز مدل نی. هدف از استا بر صفرانیز بر کالا یلتحو زمان مدتو  کامل
در دو قالب  مسئله زیسالمداست.  یموجود ستمیس یکردن سوددهنهیشیمناسب با ب  چرخه
 فروش خردهبه  کننده ینتأماز جانب  یو پس از زمان ابلاغ شیانبار، پ یاتمام موجود زمان مدت

 فهد تابعآوردن دستبهو   مسئله یساز مدلاست. پس از  شده یها، بررس حساب وفصل حل یبرا
 ؛شود یمئه ارا یر بهینهدیافتن مقا برای یمدرآکاو  ساده یتمالگورو  قیقد حلروش  ابتد، المد

و در شده پرداخته  لحساسیت مد تحلیلو  دیعد لمثا  ئهارا یتمرلگوو ا لتشریح مد بهسپس 
 .شود یمارائه  آتی هایبرای پژوهش شنهادیو پ گیری یجهنت انیپا

، مبانی نظری و پیشینه پژوهش تشریح 2ساختار این مقاله به شرح زیر خواهد بود: در بخش      
ریاضی مسئله ارائه و الگوریتم حل   طور دقیق تشریح، مدل ، مسئله به3در بخش  شود.می

نتایج محاسباتی حل  در قالبهای پژوهش  ها و یافته ، داده4. در بخش شودمیپیشنهادی معرفی 
گیری از  ، ضمن نتیجه5در بخش  شوند ومیهای مدیریتی مرتبط ارائه  مدل تحلیل و توصیه
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 .خواهد شدآتی معرفی  هایپژوهشهای  شده، زمینه انجام پژوهش
 

 قیتحق‌پیشینهمباني‌نظری‌و‌.‌2

با  (1913) بار توسط هریس نخستین یموجوددر مسئله کنترل  یاضیمدل راستفاده از      
 نظرگرفتن. در[23] صورت پذیرفت بودن دوره عمر محصولاتنامتناهیفرض  کردنلحاظ
و  مطرح (1953) ویتین توسط ربانخستین کالا  گیدفتاامداز رتبهصو کالاماهیت  یپذیردفسا

گویال و  ،ههد یک ودحداز گذشت . پس [68،19] شد توسعه داده (1963) توسط قره و شریدر
شده در  های ارائه جامع مدلسی ربر با هاآن .دادنددر این زمینه انجام  هاییپژوهش (2001) گری

و گی دفتاامداز وجودعدم یا دجوو سساا بر دی راموجو لکنتر یهالمد موضوع، مبانی نظری
 یمرور هایمقالهجمله از، (2012) رانهمکاو باکر مطالعه  .[20]کردند  یبند میتقسی، پذیردفسا
همچنین  ؛[4] ارائه شده استپذیر دفسامدیریت موجودی محصولات مینه ز درکه است مع جا

 و ارزش ثابت، ارزش افزایشیسه دسته با  را به ها یموجودبر اساس ارزش زمانی،  (1991) رافت
  کلیدی در مطالعه یعامل عنوان به تقاضا یطورکل به .[48] کرده است یبند میتقسارزش کاهشی 

های کنترل موجودی اقلام  گیرد. مدلقرار می موردتوجهکنترل موجودی اقلام فاسدشدنی 
تقاضا ثابت و قطعی یا  :گیردقرار می موردمطالعهکلی   تقاضا در دو دسته حسب برفاسدشدنی نیز 
 و لیائو  هوئانگ، (2006) ، چانگ، چونگ و لیائو(2000) و همکاران سارکر تقاضا احتمالی.

به مطالعه کنترل موجودی ، (2007) هان و دائیژانگ و ، (2007) ، ژانگ و دائی و هان(2008)
نرخ فسادپذیری ثابت در  که یدرحال ؛اند گرفتن تقاضای ثابت پرداختهنظراقلام فاسدشدنی با در

 .[70، 71، 25، 13، 9، 51] نظر گرفته شده است
 شده یداریخرمجاز به یک دوره تأخیر برای پرداخت هزینه اقلام  داریخر ،یادشدهدر مطالعات      

سازی مدل کمک  گرفتن تقاضای ثابت در این مطالعات به سادهنظرکننده است. اگرچه دربه تأمین
شده دور از وضعیت واقعی است که تقاضا  است که فرض لحاظ ضعف نقطهکند، اما دارای این می

 پژوهشگرانتر، بسیاری از  کاربردی هایپژوهشارائه  منظور بهدر آن همیشه در حال تغییر است. 
ها، تقاضای وابسته به زمان، توجه  اند. در میان آن اشکال تابع تقاضا پرداخته سایربه بررسی 

یک مدل  ،(2005) و وانگ چونگ پینگاست. وانگ شنگ دانگ  جلب کردهبسیاری را به خود 
وجود کمبود و گرفتن نرخ ثابت فسادپذیری و عدمنظربا در یفاسدشدنکنترل موجودی برای اقلام 

 ،(2008) و همکاران پاندا ،آن از  پس [.65] اند تقاضای متغیر وابسته به زمان ارائه داده
، (2005) انگی ،(2003) و چاودهوری خانرا ،(2002) و چن چوو ،(2000) اسکوری ستوسویپاپاکر

گرفتن نرخ ثابت فسادپذیری و تقاضای وابسته به نظربا در یفاسدشدنمطالعاتی در زمینه اقلام 
. علاوه بر زمان، سطح [69، 32، 11، 47، 45اند ]انجام دادهکمبود مجاز نیست،  که یدرحال ،زمان
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 .داردبا تقاضا  یرابطه نزدیکموجودی عامل دیگری است که 
 نیا سطح تقاضا ممکن است با سطح موجودی در دست در نوسان باشد.  ها، در برخی از مدل     

توان به خرید  شایع است که تقاضا با سطح موجودی رابطه داشته باشد. برای نمونه می  یک پدیده
نیز  بیشتر باشد، میزان خرید ارائه قابلکه هر چه میزان محصولات  کرداز سوپرمارکت اشاره 

مدل موجودی که در آن تقاضا وابسته به نرخ قیمت  نخستین ،بیشتر خواهد بود. گوپتا و ورات
تولید و کنترل  توأمیک مدل ، (1989) سپس فاوجدال و ماندال [؛22کردند ]ارائه را سهام است 

سادپذیر با این فرض که خواستار یک تابع خطی از سطح موجودی است فموجودی برای کالای 
 .[37] توسعه دادندرا 

یک ، (1995) ن سود با نرخ تقاضای وابسته به سهام، پادمانابان و وراتکردحداکثر منظور به     
مدل  (2005) . دای و اویانگ[42] مدل سفارش اقتصادی در حالت کمبود مجاز را ارائه دادند

در  هاآن. [15] توسعه دادند رفته ازدستگرفتن هزینه فروش نظرپادمانابان را با در شده توسط ارائه
 یساز مدلبه  (2006) هوو .[15اند ]پرداختهخود نیز به بررسی در این زمینه  افتهیبهبودمدل 

علاوه  ؛[24] با نرخ تقاضای وابسته به قیمت سهام و تحت تورم پرداخته است یفاسدشدنکالای 
بر این، مطالعات بسیاری در زمینه وابستگی نرخ تقاضا به قیمت و یا تورم صورت گرفته است. 

موجودی، قیمت و موارد مشابه دیگر  سطح عوامل مختلفی از جمله زمان،وابستگی تقاضا به 
، پال و (2004) بر پیچیدگی فرایند تحلیل موجودی خواهد افزود. بلخی و بنخروف شدت به

در تقاضا را در  رگذاریتأثترکیب چند عامل مهم و ، (2007) ، هسو و همکاران(2006) نهمکارا
 ،ذکرشدههای  . تمامی مدل[41، 43، 5] اند قرار داده یموردبررسفرض استراتژی بهینه موجودی 

این در حالی است که مطالعات متعددی  ؛اند فسادپذیری ثابتی را برای موجودی در نظر گرفته نرخ
ها نرخ فسادپذیری موجودی ثابت نیست.  که در آن استدر زمینه تقاضای ثابت صورت گرفته 

شده  توان به مدل ارائه از جمله آن مطالعات می که کند یمنرخ فسادپذیری با زمان تغییر  درواقع
اشاره کرد که در آن فسادپذیر کالا به همراه وابستگی تقاضا به ارزش  (2001) توسط لوو و ووی

 .[66] زمانی پول و قیمت در نظر گرفته شده است
مدلی که در آن نرخ تقاضا وابسته به قیمت بوده و نرخ  ،(2003)پاپاکریستور و اسکوری     

مدل ، (2007) و همکاران. دای [46] ندادهاست را ارائه دا یا دوجملهفسادپذیری دارای توزیع 
اند که در آن نرخ تقاضا وابسته به قیمت بوده و  ارائه داده مجاز راکنترل موجودی در حالت کمبود 

بودن تقاضا اگرچه گرفتن فرض قطعینظر. در[17] استنرخ فسادپذیری دارای توزیع نمایی 
 کردناست؛ بنابراین لحاظد، اما کمی دور از واقعیت شوریزی می سازی مدل برنامه باعث ساده

ریزی احتمالی و فازی موردتوجه بسیاری از  نظیر برنامه ،قطعیت با رویکردهای متداول عدم
 قرار گرفته شده است. پژوهشگران
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گرفتن نظرمدل کنترل موجودی برای کالاهای فسادپذیر با در ، یک(2000) کلپاکام و شنسی     
با ، توسط ژو یادشده. مطالعه [30، 29اند ]ارائه کردهبا توزیع پواسون  منطبق یاحتمالتقاضای 

و   دیگر، لی پژوهشی. در [73] است بررسی شده ،مدل ریاضی ایرایانههدف تسهیل در حل 
و تابع توزیع پارامتر تقاضا را با استفاده  را توسعه دادندژو مدل ارائه شده توسط  (2004) همکاران

. با توجه به پیچیدگی [35کردند ]از تابع توزیع متغیر تصادفی سه پارامتری وایبل بررسی 
های کنترل موجودی در دنیای واقعی، تقاضای احتمالی و وابستگی آن به عوامل مهمی  سیستم

-کردن سود و یا کمینهیی در بیشینهتواند نقش بسزا و ارزش پول می زمان ،تورم همچون قیمت،

 های موجودی داشته باشد. کردن هزینه مدیریت سیستم
در کنترل موجودی کالای فسادپذیر، نرخ فسادپذیری است  مؤثریکی دیگر از عوامل کلیدی      
ی کلی  موضوع، نرخ فسادپذیری در دو دسته مبانی نظری در شدن کالا است.نمایانگر بدترکه 

شده تمرکز بر فرض  گیرد. در عمده مطالعات ابتدایی انجام قرار می موردبحثثابت و یا احتمالی 
 قره و شریدر هایپژوهشتوان به  جمله میبودن نرخ کالاهای فسادپذیر بوده است که ازثابت

 متی و بونیاو  (1995) پادمانابان و ورات، (1978) آگاروال ،( 1978) و شاه سوایج ،(1963)
شده بر  مرکز اصلی مطالعات انجامتاخیر،  هایپژوهش. در [7، 42، 3، 53، 19کرد ]اشاره  (1998)

حالتی، چندین وضعیت پیش رو  نیچن  در رابطه بین زمان و نرخ فساد کالا بوده است. کردنلحاظ
نظیر  ،شود نرخ فسادپذیری تابع خطی زمان در نظر گرفته می .1 از: اند عبارتخواهد بود که 

نرخ فسادپذیری یک تابع دو پارامتری وایبل در نظر  .2[؛ 67، 6] (1999) مطالعه متی و بونیا
نرخ فسادپذیری تابع  .3[؛ 8] (2005) و ماهاپاترا [36] (1999) ویی پژوهشنظیر  ،شود گرفته می

نرخ فسادپذیری تابعی دیگر از  .4و  [1] (1998) سه پارامتری وایبل است مانند مطالعه چاکرابارتی
 [.21] (2001) اداب پژوهشزمان است مانند 

بررسی موجودی با نرخ تقاضای نمایی و نرخ فساد ثابت را  مدل، (2013) شوکلا و همکاران     
مجاز در نظر گرفته شده بود. سینگال و  افت پس صورت بهکمبود  هاپژوهش آن. در [56کردند ]
 یجزئمتغیره و کمبود نظرگرفتن تقاضای چندبا در ها نهیهزکاهش  برایمدلی  (2015) سینگ

 خانرلارزاده و همکاران هایپژوهش. مطالعات بیشتری در این زمینه در [57اند ]کرده ارائه
، (2016) و جیندال و همکاران (2018) ، ربانی و همکاران(2016) جانسن و همکاران، (2014)

 [.28، 49، 27، 31] صورت پذیرفته است

 .ثابت در نظر گرفتند کلی و یریفسادپذسیاست بازاریابی را برای نرخ  (2014)شاه و همکاران     
شده   گرفتهنظر تابعی از قیمت و تعداد تبلیغات در کمبود غیرمجاز و تقاضا،  شده ارائهدر مدل 

دادند. در این  ارائهمدلی را برای محصولات فسادپذیر ، (2014) . پالانیول و اوتایاکامار[54است ]
مجاز  یجزئمتغیره و دارای توزیع وایبول و نرخ تقاضا تابعی از زمان و کمبود پژوهش نرخ فساد دو
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برای کالاهای  یگذار متیقمدل  ،(2015) . ژانگ و همکاران[44] در نظر گرفته شده است
 ارائهگرفتن نرخ فسادپذیری ثابت و تقاضای حساس به موجودی نظربا در را آنیفسادپذیر غیر

در مدل خود سیاست کنترل موجودی برای اقلام ، (2014) . فاروقی و همکاران[72] دادند
مشود و  .[18] دادند ارائه افت پسو کمبود  نظرگرفتن زمان و قیمتبا دررا آنی غیر ریفسادپذ

نظرگرفتن نرخ تقاضای با در یآنریغبر روی مدلی در مورد اقلام فسادپذیر  ،(2018) همکاران
 [.38] کار کردند افت پسمتفاوت و کمبود 

  ، عوامل دیگری مانند قیمت، میزان و چگونگی تخفیف ،پذیریعلاوه بر تقاضا و نرخ فساد     
در بررسی و طراحی یک  بایدتورم، ارزش پول و موارد مشابه دیگر از عوامل مهمی هستند که 

قرار گیرند. تخفیف یک استراتژی مهم فروشنده برای تشویق  موردتوجهسیستم کنترل موجودی 
سازی  این عامل را در مدل پژوهشگرانشود که در بسیاری از مطالعات،  خرید بیشتر محسوب می

وجود کمبود نیز عامل مهم دیگری است که در توسعه و یا عدم وجود اند. نظر گرفتهموجودی در 
که از جمله مطالعاتی ، (2000) پژوهش ژوبوده است.  موردتوجههای کنترل موجودی بسیار  مدل

کمبود از عواملی است که در زندگی  .[64در آن به وجود کمبود در مدل پرداخته شده است ]
دارای نرخ فساد است و تمام مقدار  مسئلهدر شرایطی که  ؛بنابرایندهدروزمره نیز رخ می

ها و افزایش  آن کمک شایانی به کاهش هزینه  تواند پاسخگوی تقاضا باشد، مطالعهموجودی نمی
هزینه کمبود در  کردندلیل اهمیت بالای لحاظ. به کندسوددهی سیستم مدیریت موجودی می

 دو بودن بروز کمبود تمرکز دارند.مجاز فرض بر پژوهشگرانهای کنترل موجودی، مدل بیشتر
فرض  نخست،گیرنده قرار دارد. در حالت  حالت در هنگام مواجهه با کمبود در برابر تصمیم

حالتی است که بخشی از  نمایانگرانباشته است و مورد دوم  کاملاًشود که وضعیت کمبود  می
شده حاکی از آن است که مشتریان تنها مایل به  نتایج عمده مطالعات انجامکمبود، انباشته باشد. 

نده بعد توسط فروش  پذیرفتن حالتی هستند که بخشی از موارد با کمبود مواجه باشند تا در دوره
 [. 58، 26] شود نیتأم

با  فروشان خردهمدل تعداد سفارش اقتصادی برای زمان بهینه پرداخت ، (2014) تریپاتی     
. تریپایی و [63] داد ارائه فروشان عمده یمجاز براگرفتن تقاضای نمایی تحت دوره اعتبار درنظر
. [61] دادند ارائهبا تقاضای حساس به موجودی  ریفسادپذمدلی برای کالاهای  (2014) میشرا

، (2013) [. سنی62] مدلی با نرخ تقاضا ناشی از موجودی توسعه دادند (2015)تریپاتی و سینگ
جایگزینی برای کالاهای فسادپذیر با تقاضای حساس به  یها استیسمدل موجودی برای 

در این زمینه  پژوهشگرانتوسط های ارزشمند دیگری نیز پژوهش. [59] داد ارائه را موجودی
 . [34، 52، 60، 55، 50، 33، 10، 39] شده است ارائه
 سازی سیستم کنترل موجودی مدنظر قرار مدل اعتبار تجاری عامل مهم دیگری است که در     
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طور  وکار، به استراتژی کسب عنوان بهمجاز در پرداخت  ریتأخگیرد. اعتبار تجاری یا همان می
اما  ؛کند کننده برای فروش بیشتر کمک می تجاری به تأمین اعتبار .شودای استفاده میگسترده

خریداران نیز یک مزیت بزرگ را به همراه  یبرا دهد.ها را در همان زمان افزایش می خطر بدهی
تواند این هزینه را با نیست و می شده یداریخردارد که خریدار مجبور به پرداخت هزینه اقلام 

، 40] اعتبار تجاری ثابت. 1حال حاضر سه نوع اعتبار تجاری وجود دارد:  در تأخیر پرداخت کند.
در این حالت فروشندگان . 3 [؛2]دهی  طول مدت اعتبار در تناسب با میزان سفارش .2 [؛14، 12

پس از خرید اقلام هستند. تورم و ارزش زمانی  بلافاصلهخرید   ملزم به پرداخت بخشی از هزینه
بسیاری را به خود جلب کرده است. توجه به این دو عامل با توجه به  پژوهشگرانپول نیز توجه 

روابط اقتصادی میان کشورهای همسایه و موارد  یارتقا سازی اقتصاد، زون جهانیتوسعه روزاف
 مشابه دیگر امری ضروری است.

موجودی که تقاضا وابسته به زمان فرض  یها مدل بیشتردر  مبانی نظری موضوعبا توجه به      
. این نوع نرخ تقاضا شود یمخطی وابسته به زمان در نظر گرفته  صورت به، تقاضا دشو یم

𝑓(𝑡) صورت به = 𝑎 + 𝑏𝑡 , 𝑎 ≥ واقعی در  یها مدلکه در  داردبر رشد ثابت تقاضا  دیتأک 0
 یها مدلدر  کهتابع دیگری  ،موضوع مبانی نظریهمچنین با توجه به  ؛شود یمبازار کمتر دیده 

. در بازار دهدرا نشان میکه ن رشد نمایی تقاضا  است «تابع نمایی» رود یمکار موجودی به
برای  پژوهشدر این  رو نیازا نیست؛نمایی  صورت بهواقعی رشد تقاضا به بزرگی رشد 

𝑓(𝑡)  صورت بهبه مدل واقعی در بازار تابع درجه دو نرخ تقاضا  نشد نزدیک = 𝑎 + 𝑏𝑡 +

𝑐𝑡2, 𝑎 ≥ 0 , 𝑏, 𝑐 ≠ دهنده تقاضای وابسته به زمان نشان تر یواقعو  تر یکاربرد صورت به 0
. الگوی تقاضای در تابع کوادراتیک استنرخ تقاضای اولیه  𝑎پارامتر  شده انیب. در تابع است

 :کندمی زیر تطبیق پیدا صورت به
نرخ تقاضا با یک نرخ افزایشی رشد خواهد کرد. در  ،هر دو مثبت باشند  cو  bاگر پارامترهای . 1

در قطعات  بیشترنامند که می «و شتابانتقاضا با رشد سریع »این مواقع این نوع نرخ تقاضا را 
و همچنین محصولات فصلی در ابتدای فصل مشاهده  رایانهدر هواپیما و  روز بهیدکی جدید و 

 ؛دشومی

نرخ تقاضا با یک نرخ شتابان کاهش خواهد داشت.  ،هر دو منفی باشند cو   bاگر پارامترهای  .2
افتد یا در محصولات فصلی در انتهای اتفاق می شده جخارمعمولاً این اتفاق در لوازم یدکی از رده 

 ؛شودفصل خود دیده می

که در این نوع تقاضاها نوع رشد  است غیرهنوع دیگر رشد، رشد پلکانی، رشد منطقی و . 3
 پارامترها بستگی دارد. یها علامتدراتیک به اکو

تری تقاضای واقعی دهنده نشان تواند یمبنابراین نوع تقاضای کوادراتیک وابسته به زمان      
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 نسبت به توابع خطی و نمایی باشد.
سایر های  مدل پیشنهادی با مدل ،1موضوع، در جدول  مبانی نظریبا توجه به بررسی      

موجود  پژوهشی خلأدر این مطالعه با توجه به  شده است.مقایسه های اخیر پژوهشگران در سال
های کنترل موجودی، ابتدا مدل مقدار سفارش اقتصادی با درنظرگرفتن تقاضای  در توسعه مدل

کوادراتیک برای کالای فسادپذیر و همچنین سیاست معوقه در پاسخگویی به تقاضا توسعه داده 
بودن تابع، روشی برای حل مدل پیشنهادی و معرفی جواب اثبات محدب ادامه با در شده است.

 ینه ارائه شده است.به
 

 با پژوهش حاضر سهیو مقا پژوهشگران سایر یموجود یها مدلدر  ی. مشخصات اصل1جدول 

 

‌پژوهششناسي‌‌.‌روش3

یک مدل کنترل موجودی و تعیین سفارش اقتصادی برای کالاهای  پژوهشدر این      
ی دوم زمان( و همچنین افزایش در  گرفتن تابع تقاضای کوادراتیک )درجهنظرفسادپذیر با در

همچنین امکان  ؛شود بررسی می است، جبران )سیاست معوقه(حالتی که کمبود مجاز و قابل
توسط فروشنده در زمانی دیرتر از زمان بازپرسی کالا  شده یداریخری کالاهای  پرداخت هزینه

  دهد تا هزینه اعتبار فروشنده به او اجازه می  واسطه به کننده نیتأمیعنی  ؛)دریافت کالا( وجود دارد
 کننده نیتأماین تأخیر در پرداخت از قبل توسط  زمان مدتخرید را دیرتر پرداخت کند. حداکثر 

 از: اند عبارته است. سایر مفروضات و ثابت فرض شد شده  نییتع
 ؛کالایی استسیستم موجودی تک. 1
 ؛دوم زمان و از نوع افزایشی است  نرخ تقاضا تابع درجه. 2
 ؛شود کامل جبران می طور بهو  استکمبود مجاز . 3
 ؛نرخ فساد ثابت بوده و در هر زمان کسری از موجودی در دست است. 4
 ؛برابر صفر است (𝐿𝑒𝑎𝑑 𝑇𝑖𝑚𝑒) لیتحوزمان . 5

 /‌EOQمنبع

EPQ 
‌تقاضا

هزينه‌

‌نگهداری
‌کمبود‌یريفسادپذ

 ندارد متغیر ثابت نمایی EOQ [50]ساکر و همکاران 

 دارد خیر خطی وابسته به زمان EOQ [63]تریپاتی 

 ندارد ثابت ثابت ثابت EOQ [56]شوکلا و همکاران 

پاپاکریستور و اسکوری 
[46] 

EOQ ندارد متغیر ثابت وابسته به قیمت 

 دارد ثابت ثابت ثابت EOQ [34]زاده طالعی

 دارد ثابت ثابت کوادراتیک EOQ پژوهش حاضر
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 ؛افق زمانی نامحدود در نظر گرفته شده است. 6
 کیدر  فروش کالااز  مد حاصلدرآ ،ستا هخت نشدداهزینه معوقه پرز که هنو یطیاشردر . 7

 .دگیر تعلق مید سوآن  بهو  دشو میاری بانکی نگهد حساب
‌

 است. ارائه شده پژوهشسازی ریاضی مسئله  مدل ،در این بخش.‌سازی‌رياضي‌مدل
گیری  نمادها، پارامترها و متغیرهای تصمیم‌.گیری‌نمادها،‌پارامترها‌و‌متغیرهای‌تصمیم

 :است زیردر توسعه مدل ریاضی پیشنهادی به شرح  رفتهکار به
𝐴: زینه هر بار سفارش کالاه 

𝑅(𝑡): نرخ تقاضای سالیانه 
𝐶 : واحد کالاهزینه خرید هر 

𝑐𝑑: هزینه فساد هر واحد کالا 
𝐼(𝑡): سطح موجودی انبار در زمان 𝑡 

𝑇 :دهی طول هر دوره سفارش 

𝑡1: رسد می موجودی انبار به صفرکه  یزمان 

𝑄 : دهیسفارش هر بارمیزان سفارش در 

𝜃 :0) ضریب فساد موجودی در دست در واحد زمان < 𝜃 < 1) 

𝐼𝑒 : برای هر واحد پولی در واحد زمان دریافتینرخ بهره 

𝐼𝑐  : زمان برای هر واحد پولی در واحدپرداختی نرخ بهره 

𝑀  :رشسفا یافتدر نماز از خرید هزینه ختداپر ایبر زمجا نماز تمد 

𝑃 : قیمت فروش هر واحد کالا 

𝐼𝑏 : بیشترین مقدار مواجهه با کمبود در هر دوره 

𝐼𝑚: در هر دوره بیشترین مقدار سطح موجودی 

𝑇𝐶𝑜: دهی در واحد زمان های سفارش مجموع هزینه 

𝑇𝐶ℎ: های نگهداری در واحد زمان مجموع هزینه 

𝑇𝐶𝑠: های کمبود در واحد زمان مجموع هزینه 

𝑇𝐶𝑝: های خرید در واحد زمان مجموع هزینه 

𝑇𝐶𝑑: های فساد در واحد زمان مجموع هزینه 

𝑇𝐶𝑓: فروش در واحد زمانهای  مجموع هزینه 

𝐼𝐶 : پرداختی در واحد زمان  مجموع بهره 
𝐼𝐸: دریافتی در واحد زمان  مجموع بهره 
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𝑇𝐶: زمان های کنترل موجودی در واحد مجموع هزینه 

‌

سطح موجودی در دست   دهنده نشان  𝐼(𝑡)طور که در قسمت قبل بیان شد، همان.‌مدل‌رياضي
دو عامل اساسی تقاضا و فساد  ریتأثت که تغییرات موجودی تحت ی اسهیبد است. 𝑡در زمان 

  در بازه دهد که میزان موجودی در دست مثبت باشد، فساد فقط زمانی رخ می کهازآنجااست. 
,0]زمانی  t1] کاهش موجودی تحت هر دو عامل فساد و تقاضا و در بازه [𝑡1, 𝑇]،  کاهش

، 1این مسئله در نمودار کنترل موجودی شکل  موجودی تنها ناشی از تقاضای کالا خواهد بود.
 است. مشاهده قابل

‌

 
 افت گرفتن کمبود پسنظربا تقاضای کوادراتیک و در ریفسادپذنمودار کنترل موجودی برای کالای . 1 لشک

 

زمان  حسب برهای کنترل تولید و موجودی، ابتدا تابع موجودی در دست  برای محاسبه هزینه     
 (.1)رابطه  شودمحاسبه می

(1) {

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜃𝐼(𝑡) = −𝑅(𝑡)       0 <  𝑡 < 𝑡1

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑅(𝑡)𝑡1 <  𝑡 < 𝑇  

 

 

ý یدیفرانسیل خط  حل معادله که شود یم اثبات      = −p(x)y + q(x) 2رابطه  صورت هب، 
 خواهد بود.

 

(2) 𝑦 = 𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 [∫𝑞(𝑥). 𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥  𝑑𝑥 ] 

 

برابر است با  ýاست و   x تابعی از y که در آن
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 نیز توابعی دلخواه از q(x)و p(x)و همچنین  
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x .معادله میزان موجودی در دست تیدرنها، ذکرشدهبا توجه به روابط  هستند I(t)  در زمان 𝑡  از
 .آید می دست به، 3 طریق معادله

 

(3) 𝐼(𝑡) =

{
 
 
 

 
 
 

1

𝜃
(𝑎 −

𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (𝑒𝜃(𝑡1−𝑡) − 1)

   + (
𝑏

𝜃
−
2𝑐

𝜃2
) (𝑡1𝑒

𝜃(𝑡1−𝑡) − 𝑡)

+
𝑐

𝜃
(𝑡1
2𝑒𝜃(𝑡1−𝑡) − 𝑡2)           0 <  𝑡 < 𝑡1

– 𝑎(𝑡 − 𝑡1)– 
𝑏(𝑡 − 𝑡1)

2

2
 – 
𝑐(𝑡 − 𝑡1)

3

3
𝑡1 < 𝑡 < 𝑇  

 

 

tبا قرار دادن مقادیر       = 𝑡 و 0 = 𝑇 ترتیب مقادیر به ،3ی  در معادله𝐼𝑚 و 𝐼𝑏 با ترتیب  به
 آیند. می دستبه ،5و  4از روابط  استفاده

 
(4) 𝐼𝑚 = 𝐼(0) =

1

𝜃
(𝑎 −

𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (𝑒𝜃𝑡1 − 1) + (

𝑏

𝜃
−
2𝑐

𝜃2
) (𝑡1𝑒

𝜃𝑡1)

+
𝑐

𝜃
(𝑡1
2𝑒𝜃𝑡1) 

(5) 
𝐼𝑏 = 𝐼(𝑇) =– 𝑎(𝑇 − 𝑡1)– 

𝑏(𝑇 − 𝑡1)
2

2
 – 
𝑐(𝑇 − 𝑡1)

3

3
 

 

 ست.ا قابلمحاسبه ،6بطه را با استفاده از نیز هید رشسفا انمیز
 

(6) 𝑄 = 𝐼𝑚 + |𝐼𝑏| 

 

 ،سفارش میزان دادن میزان کمبود( و برای محاسبه)برای نشان ستا منفی 𝐼𝑏علامت      
 (.7قدرمطلق آن در محاسبات وارد شده است )رابطه 

 

(7) 𝑄 =
1

𝜃
(𝑎 −

𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (𝑒𝜃(𝑡1) − 1) + (

𝑏

𝜃
−
2𝑐

𝜃2
) (𝑡1𝑒

𝜃𝑡1) + + 𝑎(𝑇 − 𝑡1)

+  
𝑐

𝜃
(𝑡1
2𝑒𝜃𝑡1)

𝑏(𝑇 − 𝑡1)
2

2
 +  

𝑐(𝑇 − 𝑡1)
3

3
 

 
خت داپرن مازبسته به وا کاملاً تابع هزینهدی و موجو لکنتر دارنمو که شتدا توجه باید     

خت داپرن مازینکه احسب  بردی موجو کنترل ینمودارها، گرید  عبارت  به ؛ستامعوقه هزینه 
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به معرفی ا بتد، امهدر ادا .دهند بواخووت متفایکدیگر با ، آن از بعدباشد یا  𝑡1از هزینه معوقه قبل 
د و کمبو اری،نگهد، هید رشسفا یعنی هزینه ثابت ،دارنمودو ین ك امشتری ها محاسبه هزینهو 

یافتی های در هبهر یعنی ،دو نمودارین وت امتفای ها نتها هزینهو سپس در ا شودمیخته داخرید پر
 .بررسی خواهد شدختی داپرو 
گیرد و  رش انجام میسفا ربا یک فقط دوره هر در ینکها بهباتوجه: دهی هزینه ثابت سفارشـ 

، 8دهی در واحد زمان با استفاده از رابطه  های سفارش مجموع هزینه (A) د،هزینه ثابتی دار
 شود. محاسبه می

(8) 
𝑇𝐶𝑂 =

𝐴

𝑇
 

 

واحد  در دیخر  های مقدار کل هزینه ،7  با توجه به میزان سفارش در رابطه :هزینه خرید کالاـ 
 شود. می همحاسب ،9  زمان با استفاده از رابطه

 

(9) 
𝑇𝐶𝑃 =

𝑄𝐶

𝑇
=
𝐶

𝑇
[
1

𝜃
(𝑎 −

𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (𝑒𝜃(𝑡1) − 1) + (

𝑏

𝜃
−
2𝑐

𝜃2
) (𝑡1𝑒

𝜃𝑡1)

+
𝑐

𝜃
(𝑡1
2𝑒𝜃𝑡1) + 𝑎(𝑇 − 𝑡1) +

𝑏(𝑇 − 𝑡1)
2

2
+
𝑐(𝑇 − 𝑡1)

3

3
] 

 

𝑒𝜃𝑘 صورت بهتوان از بسط تیلور ، می𝜃بودن مقدار  با توجه به کوچک      = 1 + 𝜃𝑘 +
1

2
(𝜃𝑘)2 معرفی است.قابل ،10بنابراین رابطه  ؛استفاده کرد 

 

(10) 
𝑇𝐶𝑃 =

𝐶

𝑇
((𝑎 −

𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (𝑡1 +

𝜃𝑡1
2

2
) + (

𝑏

𝜃
−
2𝑐

𝜃2
) (𝑡1 + 𝜃𝑡1

2 +
𝜃2𝑡1

3

2
)

+
𝑐

𝜃
(𝑡1

2 + 𝜃𝑡1
3 +

𝜃2𝑡1
4

2
) + 𝑎𝑇 − 𝑎𝑡1 +

𝑏(𝑇2 + 𝑡1
2 − 2𝑇𝑡1)

2

+
𝑐(𝑇3 − 3𝑇2𝑡1 + 3𝑇𝑡1

2 − 𝑡1
3)

3
) 

 

 است. ،10شده رابطه سازی ساده شکل ،11ابطه ر
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(11) 

𝑇𝐶𝑃 =
𝑄𝐶

𝑇
=
𝐶

𝑇

(

 
 
 
 
 
 
 
 
𝑎𝑡1 +

𝑎𝜃𝑡1
2

2
−
𝑏𝑡1
𝜃
−
𝑏𝑡1

2

2
+
2𝑐𝑡1
𝜃2

+

𝑐𝑡1
2

𝜃
+
𝑏𝑡1
𝜃
+ 𝑏𝜃𝑡1

2 +
𝑏𝜃𝑡1

3

2
−
2𝑐𝑡1
𝜃2

−

2𝑐𝑡1
2

𝜃
− 𝑐𝑡1

3 +
𝑐𝑡1
2

𝜃
+ 𝑐𝑡1

3 +
𝑐𝜃𝑡1

4

2

+𝑎𝑇 − 𝑎𝑡1 +
𝑏𝑇2

2
+
𝑏𝑡1

2

2
− 𝑏𝑇𝑡1

+
𝑐𝑇3

3
− 𝑐𝑇2𝑡1 + 𝑐𝑇𝑡1

2 −
𝑐𝑡1
3

3 )

 
 
 
 
 
 
 
 

−
𝑎𝜃𝐶𝑡1

2

2𝑇
+
𝐶𝑏𝜃𝑡1

2

𝑇
+
𝐶𝑏𝜃𝑡1

3

2𝑇

+
𝐶𝑐𝜃𝑡1

4

2𝑇
+ 𝑎𝐶 +

𝑏𝐶𝑇

2
–  𝐶𝑏𝑡1

𝐶𝑐𝑇2

3
− 𝐶𝑐𝑇 + 𝐶𝑐𝑡1

2 −
𝐶𝑐𝑡1

3

3𝑇
 

 

,0] فقط در بازه  کهازآنجا :های فروش هزینهـ  𝑡1]‌ ،موجودی برای فروش در سیستم وجود دارد
 .دهد های فروش را نشان می هزینه ،12شود. رابطه  هزینه فروش در همین بازه محاسبه می

 

(12) 
𝑇𝐶𝑓 =

𝑃

𝑇
∫ 𝑅(𝑡)𝑑𝑡
𝑡1

0

=
𝑃

𝑇
(𝑎𝑡1 +

𝑏𝑡1
2

2
+
𝑐𝑡1

3

3
) 

 

ان متوسط ست میزز انیاا بتداری، امحاسبه هزینه نگهدای بر :های نگهداری موجودی هزینهـ 
,0]فقط در بازه  کهازآنجامحاسبه شود. ̅(I)  دورهموجودی در هر  t1]  سطح موجودی در دست در

,t1]  و در بازه شود داری میمثبت است و موجودی در سیستم نگه سیستم، T]  موجودی برای
 محاسبه خواهد شد: زیر صورتبهاری وجود ندارد، میزان متوسط موجودی نگهد

 

(13) 
𝐼  =  ∫ 𝐼(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑡1

0

∫ (
1

𝜃
(𝑎 −

𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (𝑒𝜃(𝑡1−𝑡) − 1)

𝑡1

0

+ (
𝑏

𝜃
−
2𝑐

𝜃2
) (𝑡1𝑒

𝜃(𝑡1−𝑡) − 𝑡) +
𝑐

𝜃
(𝑡1
2𝑒𝜃(𝑡1−𝑡) − 𝑡2)𝑑𝑡) 

I =
1

θ

{
 
 

 
 ( a −

b

θ
+
2c

θ2
) (
eθt1  − 1  

θ  
− t1) + (b −

2c

θ
)

t1 (
eθt1  − 1  

θ  
−
t1
2
) + ct1

2 (
eθt1  − 1  

θ  
−
t1 
3
)
}
 
 

 
 

 

 

 وسیلهبهاری موجودی دنگه ، هزینه̅(I) شدهبا توجه به مقدار متوسط موجودی محاسبه      
 شود.محاسبه می ،14رابطه 

 

(14) 

𝑇𝐶ℎ =
ℎ  ∫ 𝐼(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

0

𝑇
=
h

θT

{
 
 

 
 ( a −

b

θ
+
2c

θ2
)(
eθt1  − 1  

θ  
− t1)+ (b −

2c

θ
) t1

(
eθt1  − 1  

θ  
−
t1
2
)+ ct1

2 (
eθt1  − 1  

θ  
−
t1 
3
)

}
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𝑒𝜃𝑘=1+𝜃𝑘صورت بهتوان از بسط تیلور ی، م𝜃با توجه به کوچک بودن مقدار       +
1

2
(𝜃𝑘)2 

 :صورت زیر خواهد بود، به15رابطه بنابراین  ؛استفاده کرد
 

(15) 
𝑇𝐶ℎ =

ℎ

𝜃𝑇
[(𝑎 −

𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
)(
1 + 𝜃𝑡1 +

𝜃2𝑡1
2

2
− 1

𝜃
− 𝑡1)

+ (𝑏 −
2𝑐

𝜃
) 𝑡1 (

1 + 𝜃𝑡1 +
𝜃2𝑡1

2

2
− 1

𝜃
−
𝑡1
2
)

+ 𝐶𝑡1
2(
1 + 𝜃𝑡1 +

𝜃2𝑡1
2

2
− 1

𝜃
−
𝑡1
3
)] 

 

  .است شینما قابل 16رابطه  صورت بهنهایت رابطه هزینه نگهداری موجودی در
 

𝑇𝐶ℎ =
ℎ𝑎𝑡1

2

2𝑇
+ 𝑡1

3 (
ℎ𝑏

2𝑇
−
𝐶ℎ

3𝜃𝑇
) + 𝑡1

4 (
ℎ𝑐

2𝑇
) 

(16)  

 

د در متوسط کمبوان میزتا ست ز انیاا بتدد، اکمبو هزینه محاسبهای رب :مواجهه با کمبود هزینهـ 
,0] زمانی   در بازه کهازآنجامحاسبه شود.  (�̅�)دوره  𝑡1] ،سطح موجودی در دست در سیستم

,𝑡1]و فقط در بازه زمانی  وجود نخواهد آمدبهاست، در این بازه کمبود  مقدار مثبت 𝑇]  تقاضا با
 خواهد شد. استفاده 17رابطه  ازبنابراین برای محاسبه کمبود در این دوره  ؛شود یمکمبود مواجه 

 

(17) 
�̅�(𝑡) = −∫ 𝐼(𝑡)𝑑𝑡 = −∫ (−𝑎(𝑡 − 𝑡1) −

𝑏(𝑡 − 𝑡1)
2

2
−
𝑐(𝑡 − 𝑡1)

3

3
)𝑑𝑡

𝑇

𝑡1

𝑇

𝑡1

 

�̅�(𝑡) =
𝑎(𝑇 − 𝑡1)

2

2
+
𝑏(𝑇 − 𝑡1)

3

6
+
𝑐(𝑇 − 𝑡1)

4

12
 

 

ن با مازحد در واکل د هزینه کمبو، (B̅)در دوره  شده محاسبهد متوسط کمبوار به مقد با توجه     
 د.شو محاسبه می ،18استفاده از رابطه 

 

(18) 
𝑇𝐶𝑆 =

�̅�𝜋

𝑇
=
𝜋

𝑇
(
𝑎(𝑇 − 𝑡1)

2

2
+
𝑏(𝑇 − 𝑡1)

3

6
+
𝑐(𝑇 − 𝑡1)

4

12
) 

 

 که محصولی میزان است لازم ابتدا دوره، هر در فساد هزینه محاسبه برای :هزینه فساد کالاـ 

 ،مشخص زمانی لحظه هر در کهازآنجا .شود متوسط محاسبه طور به شودمی فاسد دوره هر در
 فساد میزان دوره، از هرلحظه در شود، دست فاسد می در از موجودی میزان مشخصی ،𝑡مانند 
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 ،19 از رابطهدوره با استفاده  کل در شدهفاسد یمقدار کالاهمچنین ؛ بود خواهد 𝜃𝐼(𝑡)با  برابر
 شد. خواهد محاسبه

(19) 
�̅� = ∫ 𝜃𝐼(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

0

= ( 𝑎 −
𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (
𝑒𝜃𝑡1  − 1  

𝜃  
− 𝑡1)

+ (𝑏 −
2𝑐

𝜃
) 𝑡1 (

𝑒𝜃𝑡1  − 1  

𝜃  
−
𝑡1
2
) + 𝑐𝑡1

2(
𝑒𝜃𝑡1  − 1  

𝜃  
−
𝑡1 
3
) 

‌

هزینه  مقدار کلدوره، هر ه در فاسدشدی کالاان میزای بره محاسبهشدار به مقد با توجه     
 شود. محاسبه می ،20ن توسط رابطه مازحد د در وافسا

 

(20) 
𝑇𝑐𝑑 =

𝜃𝑐𝑑
𝑇
((𝑎 −

𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (
𝑒𝜃𝑡1 − 1

𝜃
− 𝑡) + (𝑏 −

2𝑐

𝜃
) 𝑡1 (

𝑒𝜃𝑡1 − 1

𝜃
−
𝑡1
2
)

+ 𝑐𝑡1
2 (
𝑒𝜃𝑡1 − 1

𝜃
−
𝑡1
3
))

=
𝐶𝑑𝑎𝜃

2

2𝑇
𝑡1
2 + (

𝐶𝑑𝑏𝜃
2

2𝑇
−
𝜃𝐶𝑑𝑐

3𝑇
) 𝑡1

3 + 
𝐶𝑑𝑐𝜃

2

2𝑇
𝑡1
3 

 

محصولاتی که وش فراز مد حاصل د درآشو می ضفر لمد ینا در :پرداختاکتسابی و قابل  هرهـ ب
گرفته  در نظرد سوای آن بر و شدهاری نگهد در بانکست ه اخت نشدداها پر آنهزینه خرید ز هنو
 ،سته اخت نشدداهزینه خرید پرز یطی هنواشر در رنبااخل دا یکالاها یبراهمچنین  ؛دشو می

و یا بعد  𝑡1پرداخت معوقه قبل از  وجه به اینکه هزینه . حال با تکردظ لحارا نباید هزینه سرمایه 
 قرار گیرند. یموردبررس زیردو حالت متفاوت  بایداز آن باشد، 

 

𝑴: (𝒂)حالت ≤ 𝒕𝟏‌ درآمد  شود یماست، فرض  𝑡1وقتی زمان پرداخت هزینه معوقه قبل از :
گیرد. با توجه به  و به آن سود تعلق می شودمیحاصل از فروش محصولات در بانک نگهداری 

‌شود. محاسبه می ،21بهره دریافتی در واحد زمان توسط رابطه  ،2شکل 

(21) 

𝐼𝐸1 =
𝑃𝐼𝑒
𝑇
[𝐼𝑏𝑀 +∫ 𝑅(𝑡)𝑡𝑑𝑡

𝑀

0

] 

𝐼𝐸1 = 𝑃𝐼𝑒𝑀𝑎 + 
𝑃𝐼𝑒𝑎𝑀𝑡1

𝑇
−
𝑃𝐼𝑒𝑏𝑇

2
 +  

𝑃𝐼𝑒𝑀𝑡1
2

2𝑇
− 𝑃𝐼𝑒𝑏𝑀𝑡1 −

𝑃𝐼𝑒𝑀𝑇
2

3

+ 
𝑃𝐼𝑒𝑀𝑐𝑡1

3

3𝑇
+ 𝑃𝐼𝑒𝑀𝑐𝑇𝑡1 + 𝑃𝐼𝑒𝑀𝑐𝑡1

2 +
𝑃𝐼𝑒𝑎𝑀

2

2𝑇

+ 
𝑃𝐼𝑒𝑏𝑀

3

3𝑇
 +  

𝑃𝐼𝑒𝑐𝑀
4

4𝑇
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𝑀ی پرداختی و دریافتی وقتی  . نمایش بهره2 شکل ≤ 𝑡1 

 

باید د دارد، جودی وموجور نبادر امانی که زخت هزینه معوقه تا داپرن ما، از زحالت ینا در     
 ،حالت نیدر ا. گرفته شودنظر  درست ه اخت شدداپر آنهزینه سرمایه کالاهایی که هزینه خرید 

 .شود محاسبه می ،22ن توسط رابطه مازحد در واختی مربوطه داپری  هبهر

 

(22) 

𝐼𝐶 =
𝐶𝐼𝑐
𝑇
∫ 𝐼(𝑡)𝑑𝑡
𝑡1

𝑀

 

𝐼𝐶 =
𝐶𝐼𝑐
𝜃𝑇

[(𝑎 −
𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (
𝑒𝜃(𝑡1−𝑀) − 1

𝜃
) + (𝑏 −

2𝑐

𝜃
) 𝑡1 (

𝑒𝜃(𝑡1−𝑀) − 1

𝜃
)

+ 𝐶𝑡1
2 (
𝑒𝜃(𝑡1−𝑀) − 1

𝜃
) − (𝑎 −

𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (𝑡1 −𝑀)

− (𝑏 −
2𝑐

𝜃
) (
𝑡1
2 −𝑀2

2
) − 𝑐 (

𝑡1
3 −𝑀3

3
)]

=
𝐶𝐼𝑐
𝜃𝑇

[(𝑎 −
𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) ((𝑡1 −𝑀) +

𝜃(𝑡1 −𝑀)
2

2
)

+ (𝑏 −
2𝑐

𝜃
) (𝑡1((𝑡1 −𝑀) +

𝜃(𝑡1 −𝑀)
2

2
) + 𝐶𝑡1

2((𝑡1 −𝑀)

+
𝜃(𝑡1 −𝑀)

2

2
) − (𝑎 −

𝑏

𝜃
+
2𝑐

𝜃2
) (𝑡1 −𝑀)

− (𝑏 −
2𝑐

𝜃
) (
𝑡1
2 −𝑀2

2
) − 𝑐 (

𝑡1
3 −𝑀3

3
)] 

 
 است. ،22شده رابطه های سازی ساده شکل ،23رابطه 
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(23) 

𝐼𝐶 =
𝐶𝐼𝑐𝑎𝑡1

2

2𝑇
+
𝐶𝐼𝑐𝑎𝑀

2

2𝑇
−
𝐶𝐼𝑐𝑎𝑀𝑡1

𝑇
+
𝐶𝐼𝑐𝑏𝑡1

3

2𝑇
+
𝐶𝐼𝑐𝑏𝑀

2𝑡1
2𝑇

−
𝐶𝐼𝑐𝑏𝑀𝑡1

2

𝑇

−
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑡1

2

𝜃𝑇
−
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀

2

𝜃𝑇
+
2𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀𝑡1

𝜃𝑇
+
𝐶𝐼𝑐2𝑐𝑡1

3

3𝜃𝑇
−
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀𝑡1

2

𝜃𝑇

+
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑡1

4

2𝑇
+
𝐶𝐼𝑐  𝑐𝑀

2𝑡1
2

2𝑇
− 
𝐶𝐼𝑐  𝑐𝑀𝑡1

3

𝑇
+
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀

3

3𝜃𝑇
 

 

 نمایش داده شده است. ،24شده توسط رابطه  ، رابطه تابع هدف سود کسبتیدرنها
 

(24) 

𝑇𝐶𝑎 = 𝑇𝐶𝑓 + 𝐼𝐸1 − 𝑇𝐶ℎ − 𝑇𝐶𝑑 − 𝑇𝐶𝑜 − 𝑇𝐶𝑠 − 𝑇𝐶𝑃 − 𝐼𝐶

=
𝑃

𝑇
(𝑎𝑡1 +

𝑏𝑡1
2

2
+
𝑐𝑡1

3

3
) +  𝑃𝐼𝑒𝑀𝑎  +

𝑃𝐼𝑒𝑎𝑀𝑡1
𝑇

 −
𝑃𝐼𝑒𝑏𝑇

2
 

+  
𝑃𝐼𝑒𝑀𝑡1

2

2𝑇
−  𝑃𝐼𝑒𝑏𝑀𝑡1 −

𝑃𝐼𝑒𝑀𝑇
2

3
+ 
𝑃𝐼𝑒𝑀𝑐𝑡1

3

3𝑇

+ 𝑃𝐼𝑒𝑀𝑐𝑇𝑡1 + 𝑃𝐼𝑒𝑀𝑐𝑡1
2 +

𝑃𝐼𝑒𝑎𝑀
2

2𝑇
 +  

𝑃𝐼𝑒𝑏𝑀
3

3𝑇
 +
𝑃𝐼𝑒𝑐𝑀

4

4𝑇

− 
ℎ𝑎𝑡1

2

2𝑇
− (

𝑡1
3ℎ𝑏

2𝑇
+
𝑡1
3𝐶ℎ

3𝜃𝑇
) − 𝑡1

4 (
ℎ𝑐

2𝑇
) −

𝐴

𝑇
− 
𝑎𝜃𝐶𝑡1

2

2𝑇

−
𝐶𝑏𝜃𝑡1

2

𝑇
−
𝐶𝑏𝜃𝑡1

3

2𝑇
−
𝐶𝑐𝜃𝑡1

4

2𝑇
− 𝑎𝐶 −

𝑏𝐶𝑇

2
+  𝐶𝑏𝑡1 − 

𝐶𝑐𝑇2

3

+ 𝐶𝑐𝑇𝑡1 − 𝐶𝑐𝑡1
2 +

𝐶𝑐𝑡1
3

3𝑇
−
𝜋𝑎𝑇

2
− 
𝜋𝑎𝑡1

2

2𝑇
+  𝜋𝑎𝑡1 −

𝜋𝑏𝑇2

6

+ 
𝜋𝑇𝑡1
2

−
𝑏𝜋𝑡1

2

2
 +  

𝜋𝑡1
3

6𝑇
 −
𝜋𝑐𝑇3

12
+
𝜋𝑡1

3

3
−
𝜋𝑇𝑡1

2

2
+
𝜋𝑇2𝑡1
3

−
𝜋𝑡1

4

12𝑇
−
𝐶𝑑𝑎𝜃

2

2𝑇
𝑡1
2 − (

𝐶𝑑𝑏𝜃
2

2𝑇
+
𝜃𝐶𝑑𝑐

3𝑇
) 𝑡1

3 −
𝐶𝑑𝑐𝜃

2

2𝑇
𝑡1
3

−
𝐶𝐼𝑐𝑎𝑡1

2

2𝑇
−
𝐶𝐼𝑐𝑎𝑀

2

2𝑇
+
𝐶𝐼𝑐𝑎𝑀𝑡1

𝑇
−
𝐶𝐼𝑐𝑏𝑡1

3

2𝑇
−
𝐶𝐼𝑐𝑏𝑀

2𝑡1
2𝑇

+
𝐶𝐼𝑐𝑏𝑀𝑡1

2

𝑇
+
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑡1

2

𝜃𝑇
+
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀

2

𝜃𝑇
−
2𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀𝑡1

𝜃𝑇
−
𝐶𝐼𝑐2𝑐𝑡1

3

3𝜃𝑇

+
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀𝑡1

2

𝜃𝑇
−
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑡1

4

2𝑇
−
𝐶𝐼𝑐  𝑐𝑀

2𝑡1
2

2𝑇
 +
𝐶𝐼𝑐  𝑐𝑀𝑡1

3

𝑇
−
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀

3

3𝜃𝑇
 

 

𝑴:  (𝒃)حالت > 𝒕𝟏‌:از خت معوقه پس دامانیکه هزینه پرز𝑡1  هزینه سرمایه و شود یمپرداخت ،
 حالت نیاکالاهای موجود در انبار پرداخت نشده است. در  هزینه ؛ زیرابهره پرداختی صفر است

و به آن سود  شودمی داریکه درآمد حاصل از فروش محصولات در بانک نگه شود یمفرض 
ل محاسبه هر سادر یافتی ه درین بهردار، انمو ریمساحت زو  3به شکل  با توجه .گیرد تعلق می

قسمت تقسیم سه به دار یر نموزمساحت ت، محاسباتسهیل در انجام  برای(. 25شود )رابطه  می
‌.سته اشد
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(25) 

𝐼𝐸2 =
𝑃𝐼𝑒
𝑇
 [𝐼𝑏𝑀 + (𝑀 − 𝑡1)𝑅(𝑡1)𝑡1 +∫ 𝑅(𝑡)𝑡1𝑑𝑡

𝑀

0

] 

𝐼𝐸2 = 𝑃𝐼𝑒𝑎 +
2𝑎𝑀𝑡1

𝑇
+

𝑏𝑀𝑡1
2

2𝑇

4𝑐𝑀𝑡1
3

3𝑇
−

𝑏𝑀𝑇

2
–𝑏𝑀𝑡1 −

𝑐𝑀𝑇2

3
+ 𝑐𝑀𝑇𝑡1 − 𝑐𝑀𝑡1

2 −

𝑎𝑡1
2

𝑇
−

 𝑏𝑡1
3

𝑇 
−

 𝑐𝑡1
4

𝑇
+

𝑎𝑀2

2𝑇
+

𝑏𝑀3

3𝑇
+

𝑐𝑀4

3𝑇
 

‌
‌

 
𝑀. نمایش بهره پرداختی و دریافتی وقتی 3شکل > 𝑡1 

 

 نشان داده شده است. ،26مدل کنترل سیستم موجودی توسط رابطه  نهایت تابعدر
 

(26) 

𝑇𝐶𝑏 = 𝑇𝐶𝑓 + 𝐼𝐸1 − 𝑇𝐶ℎ − 𝑇𝐶𝑑 − 𝑇𝐶𝑜 − 𝑇𝐶𝑠 − 𝐼𝐶 

𝑇𝐶𝑏 =
2𝑎𝑀

𝑇
+
𝑏𝑀𝑡1
𝑇

+
4𝑐𝑀𝑡1

2

𝑇
− 𝑏𝑀 + 𝑐𝑀𝑇 − 2𝑐𝑀𝑡1 −

2𝑎𝑡1
𝑇

−
 3𝑏𝑡1

2

𝑇

−
4 𝑐𝑡1

3

𝑇
+
𝑃𝑎

𝑇
+
𝑃𝑐𝑡1

2

𝑇
−
𝑎𝜃𝐶𝑡1
𝑇

− 
2𝐶𝑏𝜃𝑡1
𝑇

−
3𝐶𝑏𝜃𝑡1

2

2𝑇

− 
2𝐶𝑐𝜃𝑡1

3

𝑇
+ 𝐶𝑏 − 𝐶𝑐𝑇 − 2𝐶𝑐𝑡1 −

ℎ𝑎𝑡1
𝑇

− 
3ℎ𝑏𝑡1

2

2𝑇

+ 
𝑐ℎ𝜃𝑡1

2

𝜃𝑇
−
2ℎ𝑐𝑡1

3

𝑇
 –
𝜋𝑎𝑡1
𝑇

+ 𝜋𝑎 +
𝜋𝑇

2
– 𝑏𝜋𝑡1 +

𝜋𝑏𝑡1
2

2𝑇

+ 𝜋𝑡1
2 − 𝑇𝑡1  +  

𝜋𝑇2

3
−
𝜋𝑡1

3

3𝑇
−
𝐶𝑑𝑎𝜃

2𝑡1
𝑇

− 
3𝐶𝑑𝑏𝜃

2𝑡1
2

2𝑇
 

+  
𝜃𝐶𝑑𝑐𝑡1

2

𝑇
−
3𝐶𝑑𝜃

2𝑡1
2

2𝑇
 

 

ابتدا  یافتن جواب بهینه مدل ریاضی پیشنهادی، برای.‌روش‌حل‌دقیق‌برای‌مدل‌پیشنهادی
 بررسی ،𝑡1 و 𝑇یعنی ،و در ادامه جواب بهینه متغیرهای تصمیم بررسی شده هدفبودن تابع مقعر
‌شود. می
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ماتریس رت عباا بتدسود، ابع اتودن بومقعرسی ربرر بهمنظو.‌اثبات‌تقعر‌تابع‌هدف‌حالت‌اول
𝑀) وقتی حالت اول، تابع هدف در مورد. شودمحاسبه می از توابعیک  هیشین هر < 𝑡1) 

‌(:27)رابطه خواهیم داشت 

(27) 𝑇𝐻𝐶(𝑡1, 𝑇) = [𝑡1   𝑇]

[
 
 
 
 
𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑡1
2

𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑡1𝜕𝑇

𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑇𝜕𝑡1

𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑇2 ]
 
 
 
 

(
t1
T
) 

 

,𝑇𝐻𝐶(𝑡1شده ی جزئی محاسبه ها با توجه به مشتق 𝑇) خواهد بود:28رابطه  صورت به ، 
 

(28) 

𝑇𝐻𝐶(𝑡1, 𝑇) = [𝑡1   𝑇]

[
 
 
 
 
𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑡1
2

𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑡1𝜕𝑇

𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑇𝜕𝑡1

𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑇2 ]
 
 
 
 

(
t1
T
)

=
2𝑇2𝜋

3
+ 𝜋𝑡1

3 − 𝑃𝑎𝑡1
2 − 𝑃𝑐𝑡1

3 − 2𝐼𝑒𝑀𝑇 −
2𝐶𝑏𝑡1

2

𝑇
+
𝜋𝑡1
2

+
2𝐶𝑐𝐼𝑐𝑀𝑡1

𝜃𝑇
−
2𝑐ℎ𝑡1

3

3𝜃
+
𝑎𝜃𝐶𝑡1

3

3𝜃𝑇
−
2𝐶𝑏𝜃𝑡1

2

𝑇
−
ℎ𝑎𝑡1

2

𝑇
−
𝜋𝑎𝑡1

2

𝑇

−
2𝑇𝑃𝐼𝑒𝑀

3𝑏

3
+
𝐶𝑑𝑎𝜃

2𝑡1
2

𝑇2
−
3𝐶𝑏𝜃𝑡1

2

2𝑇
+
3ℎ𝑏𝑡1

2

2𝑇
− ℎ𝑏𝑡1

3

− 𝑎𝐶𝜃𝑡1
2 ≤ 0 

 

تر یا مساوی صفر هستند، بدیهی است اینکه پارامترهای مسئله همواره بزرگبا توجه به      
 در نتیجه تابع هدف همواره مقعر است. ؛تر از صفر استعبارت بالا همواره کوچک

 
ماتریس رت عباا بتدسود ابع اتودن بومقعرسی ربر منظور به.‌اثبات‌تقعر‌تابع‌هدف‌حالت‌دوم

𝑀) ف حالت دوم، وقتیتابع هد در مورد. شودمحاسبه میبع اتواز یک  هیشین هر > 𝑡1) 
‌خواهیم داشت:

(29) 

𝑇𝐻𝐶(𝑡1, 𝑇)  = [𝑡1   𝑇]

[
 
 
 
 
𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑡1
2

𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑡1𝜕𝑇

𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑇𝜕𝑡1

𝜕2𝑇𝐶

𝜕𝑇2 ]
 
 
 
 

(
𝑡1
𝑇
)

= −𝐶𝑐𝜃𝑡1
2 +

ℎ𝑏𝑡1
2𝑇

2
− 𝑃𝑎𝑡1 +

𝑏𝑀𝑡1
2

2𝑇
−
𝐶𝑑𝜃𝑐𝑡1

3

3
−  𝐶𝑏𝜃𝑇𝑡1

3

+
𝐶𝑏𝜃

2𝑇
−
2𝑐𝑀𝑡1

3

3
− ℎ𝑐𝑇𝑡1

3 −
𝑏𝑀𝑡1

2

2
≤ 0
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تر یا مساوی صفر هستند، بدیهی است با توجه به اینکه پارامترهای مسئله همواره بزرگ     
با توجه به  در نتیجه تابع هدف همواره مقعر است. ؛تر از صفر استعبارت بالا همواره کوچک

مقادیر بهینه  ،گرفتن از تابع هدفتوان با مشتق می بنابراین ؛تابع هدف تابعی مقعر است  ،اثبات
𝑡1یعنی  ،گیری متغیرهای تصمیم

 :رو نیازا آورد؛ دستبهرا  ∗𝑇و ∗

  حالت اول(𝑎)مشتق اول تابع هدف  ،گیری آوردن مقادیر متغیرهای تصمیمدست: برای به
 شود:میو این مقادیر استخراج  گیردمیبرابر صفر قرار  (𝑇𝐶𝑎)اول 

 

(30) 𝑎1 = − 
2𝐶𝑐𝜃

𝑇
−
2ℎ𝑐

𝑇
− 

𝜋

(3𝑇)
−
2𝐶𝐼𝑐𝑐

𝑇
 

(31) 
𝑎2 =

𝑃𝐼𝑒𝑀𝑐

𝑇
+
𝑃𝑐

𝑇
 −
3𝐶𝑏𝜃

(2𝑇)
 −
3ℎ𝑏 

(2𝑇)
+ 

𝑐ℎ𝜃

(𝜃𝑇)
+

𝜋𝑏

(2𝑇)
+ 𝜋 − 

3𝐶𝑑𝑏𝜃
2

(2𝑇)
 

+  
𝜃𝐶𝑑𝑐

𝑇
− 
3𝐶𝑑𝜃

2

(2𝑇)
−
3𝐶𝐼𝑐𝑏

(2𝑇)
−
2𝐶𝐼𝑐𝑐

(𝜃𝑇)
+
3𝐶𝐼𝑐  𝑐𝑀

𝑇
 

(32) 
𝑎3 = (

𝑃𝐼𝑒𝑀𝑎

𝑇
− 𝑃𝐼𝑒𝑀𝑏 + 𝑃𝐼𝑒𝑀𝑐𝑇 +

𝑃𝑎

𝑇
+ 𝐶𝑏 +  𝐶𝑐𝑇 + 𝜋𝑎 +

𝜋𝑇

2
+ 
𝜋𝑇2

3

+
𝐶𝐼𝑐𝑎𝑀

𝑇
−
𝐶𝐼𝑐𝑏𝑀

2

(2𝑇)
−
2𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀

(𝜃𝑇)
) 

(33) 𝑡1𝑎
∗ = √(

𝑎1
2𝑎2

+
𝑎3
3

27𝑎2
3)

2

+
𝑎3
6

27𝑎2
3

3

−
𝑎3
3𝑎2

+
𝑎3
2

9𝑎2
2 (

𝑎1

2𝑎2
)
+ (

𝑎3
3

27𝑎2
2)

2

+ √
𝑎2
3

27𝑎2
6

 

 

 نیز در این حالت خواهیم داشت:  ∗𝑇آوردن دستبرای به
 

(34) 

𝑎1 = −𝑃𝑎𝑡1 − 
𝑃𝑏𝑡1

2

2
−
𝑃𝑐𝑡1

3

3
− 𝑃𝐼𝑒𝑀𝑎𝑡1 −

𝑃𝐼𝑒𝑀𝑡1
2

2
−
𝑃𝐼𝑒𝑀𝑐𝑡1

3

3
−
𝑃𝐼𝑒𝑀

2𝑎

2

−
𝑃𝐼𝑒𝑀

3𝑏

3
−
𝑃𝐼𝑒𝑀

4𝑐

4
 +
𝑎𝜃𝐶𝑡1

2

2
  +  𝐶𝑏𝜃𝑡1

2  +
𝐶𝑏𝜃𝑡1

3

2

+
𝐶𝑐𝜃𝑡1

4

2
− 
𝐶𝑐𝑡1

3

3
+ 𝐴 +

ℎ𝑎𝑡1
2

2
 + 

ℎ𝑏𝑡1
3

2
+ 
ℎ𝑐𝑡1

4

2
 − 

𝑡1
3𝐶ℎ

3𝜃

+ 
𝜋𝑎𝑡1

2

2
−
𝜋𝑏𝑡1

3

6
+
𝜋𝑡1

4

2
+
𝐶𝑑𝑎𝜃

2𝑡1
2

2
  +

𝐶𝑑𝑏𝜃
2𝑡1
3

2
−
𝐶𝑑𝜃𝑐𝑡1

3

3

+
𝐶𝑑𝜃

2𝑐𝑡1
3

2
 +
𝐶𝐼𝑐𝑎𝑡1

2

2
+ 𝐶𝐼𝑐𝑎𝑀𝑡1 +

𝐶𝐼𝑐𝑏𝑡1
3

2
+
𝐶𝐼𝑐𝑏𝑀

2𝑡1
2

− 𝐶𝐼𝑐𝑏𝑀𝑡1
2 −

𝐶𝐼𝑐𝑐𝑡1
2

𝜃
−
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀

2

𝜃
+
2𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀𝑡1

𝜃
+
2𝐶𝐼𝑐𝑐𝑡1

3

3𝜃

−
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀𝑡1

2

𝜃
+
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑡1

4

2
+
𝐶𝐼𝑐  𝑐𝑀

2𝑡1
2

2
 − 𝐶𝐼𝑐  𝑐𝑀𝑡1

3  +
𝐶𝐼𝑐𝑐𝑀

3

3𝜃
 

(35) 𝑎2 =
2𝑃𝐼𝑒𝑀

3
−
2𝐶𝑐

3
+ 
2𝜋𝑡1
3
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(36) 𝑎3 = − 
𝑏𝐶

2
−
𝜋𝑎

2
 

(37) 
𝑇𝑎
∗ = (

𝑎1
2𝑎2

+
𝑎3
3

27. 𝑎2
3)

2

−√
𝑎3
6

729. 𝑎2
6 +

𝑎1
2𝑎2

+ √
𝑎3
3

27. 𝑎2
3

3

−
𝑎3
3𝑎2

+ 27𝑎2
3

+ √
𝑎3
6

729. 𝑎2
6 +

𝑎1
2𝑎2

+
𝑎3
3

27𝑎2
 

  حالت دوم(𝑏): گیری مشتق اول تابع هدف دوم  آوردن مقادیر متغیرهای تصمیمدستبرای به

 (𝑇𝐶𝑏)  شود:میو این مقادیر استخراج  گیردمیبرابر صفر قرار 

 

(38) 𝑎1 =–
4 𝑐

𝑇
– 
2𝐶𝑐𝜃 

𝑇
– 
2ℎ𝑐

𝑇
– 
𝜋

3𝑇
 

(39) 
𝑎2 =

4𝑐𝑀

𝑇
−
 3𝑏

𝑇 
+
𝑃𝑐

𝑇
–
3𝐶𝑏𝜃

2𝑇
−
3ℎ𝑏 

2𝑇
+ 
𝑐ℎ𝜃

𝜃𝑇
 +
𝜋𝑏

2𝑇
+ 𝜋 – 

3𝐶𝑑𝑏𝜃
2

2𝑇
 +  

𝜃𝐶𝑑𝑐

𝑇

− 
3𝐶𝑑𝜃

2

2𝑇
 

(40) 
𝑎3 =

𝑏𝑀

𝑇
− 2𝑐𝑀 −

2𝑎

𝑇
 –
𝑎𝜃𝐶

𝑇
 – 
2𝐶𝑏𝜃 

𝑇
− 2𝐶𝑐 −

ℎ𝑎

𝑇
–
𝜋𝑎

𝑇
 − 𝑏𝜋 – 𝜋𝑇

−
𝐶𝑑𝑎𝜃

2

𝑇
 

(41) 𝑡1𝑏
∗ = √(

𝑎1
2𝑎2

+
𝑎3
3

27𝑎2
3)

2

+
𝑎3
6

27𝑎2
3

3

−
𝑎3
3𝑎2

+
𝑎3
2

9𝑎2
2 (

𝑎1

2𝑎2
)
+ (

𝑎3
3

27𝑎2
2)

2

+√
𝑎2
3

27𝑎2
6 

(42) 

𝑎1 = − 2𝑎𝑀𝑡1 −
𝑏𝑀𝑡1

2

2
−
4𝑐𝑀𝑡1

3

3
+ 𝑎𝑡1

2 + 𝑏𝑡1
3 +  𝑐𝑡1

4  −
𝑎𝑀2

2
−
𝑏𝑀3

3
−
𝑐𝑀4

3

− 𝑃𝑎𝑡1 −
𝑃𝑏𝑡1

2

2
− 
𝑃𝑐𝑡1

3

3
 +
𝑎𝜃𝐶𝑡1

2

2
  + 𝐶𝑏𝜃𝑡1

2   +
𝐶𝑏𝜃𝑡1

3

2

+
𝐶𝑐𝜃𝑡1

4

2
− 
𝐶𝑐𝑡1

3

3
+ 𝐴 +

ℎ𝑎𝑡1
2

2
 +
ℎ𝑏𝑡1

3

2
+ 
ℎ𝑐𝑡1

4

2
−
𝑡1
3𝐶ℎ

3𝜃

+ 
𝜋𝑎𝑡1

2

2
−
𝜋𝑏𝑡1

3

6
+
𝜋𝑡1

4

2
+
𝐶𝑑𝑎𝜃

2𝑡1
2

2
+
𝐶𝑑𝑏𝜃

2𝑡1
3

2
−
𝐶𝑑𝜃𝑐𝑡1

3

3

+
𝐶𝑑𝜃

2𝑐𝑡1
3

2
 

(43) 𝑎2 = −
2𝑐𝑀

3
 + 𝑐𝑀 −

2𝐶𝑐

3
+ 
2𝜋𝑡1
3

 

(44) 𝑎3 = −
𝑏𝑀

2
 − 

𝑏𝐶

2
−
 𝜋𝑎

2
 

(45) 
𝑇𝑏
∗ = (

𝑎1
2𝑎2

+
𝑎3
3

27. 𝑎2
3)

2

−√
𝑎3
6

729. 𝑎2
6 +

𝑎1
2𝑎2

+ √
𝑎3
3

27. 𝑎2
3

3

−
𝑎3
3𝑎2

+ 27𝑎2
3

+ √
𝑎3
6

729. 𝑎2
6 +

𝑎1
2𝑎2

+
𝑎3
3

27𝑎2
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‌الگوريتم‌حل‌مسئله آگراوال و  توسطکه  زیرهای  شده در گام با استفاده از الگوریتم معرفی.
𝑡1 شده است، مقادیر بهینه متغیرهای ارائه ،(1995) جگی

  [:2] شوند تعیین می∗𝑇 و ∗

𝑀اگر . 1 ≤ 𝑡1𝑎  اگر و یا𝑀 > 𝑡1𝑏  باشد، آنگاه𝑇𝐶𝑎(𝑡1𝑎, 𝑇𝑎)  و𝑇𝐶𝑏(𝑡1𝑏, 𝑇𝑏)  را با هم
,𝑇𝐶𝑎(𝑡1𝑎مقایسه کنید. اگر  𝑇𝑎) ≤ 𝑇𝐶𝑏(𝑡1𝑏, 𝑇𝑏)  باشد𝑡1

∗ = 𝑡1𝑏  و𝑇∗ = 𝑇𝑏
 در غیر این ؛∗

𝑡1صورت، 
∗ = 𝑡1𝑎  و𝑇∗ = 𝑇𝑎

 قرار دهید.را   ∗
M  اگر. 2 ≤ t1aو 𝑀 ≤ 𝑡1𝑏 باشد، آنگاه 𝑡1𝑏 را برابر  𝑀 45و با استفاده از رابطه  دهیدقرار، 

,𝑇𝐶𝑎(𝑡1𝑎مقدار  سپس ؛آوردید دستهرا ب 𝑇𝑏مقدار  𝑇𝑎) و 𝑇𝐶𝑏(𝑡1𝑏, 𝑇𝑏) ازای مقدار جدید را به
𝑇𝑏  با هم مقایسه کنید. اگر𝑇𝐶𝑎(𝑡1𝑎, 𝑇𝑎) ≤ 𝑇𝐶𝑏(𝑡1𝑏, 𝑇𝑏) ،باشد𝑡1

∗ = 𝑡1𝑏  و𝑇∗ = 𝑇𝑏
؛ ∗

𝑡1 صورت، در غیر این
∗ = 𝑡1𝑎  و𝑇∗ = 𝑇𝑎

 قرار دهید. ∗

𝑀  . اگر3 > 𝑡1𝑎 و𝑀 > 𝑡1𝑏  باشد، آنگاه𝑡1𝑏 را برابر  𝑀  37 و با استفاده از رابطه دهیدقرار ،
,𝑇𝐶𝑎(𝑡1𝑎 سپس مقدار ؛دست آوردیدرا به 𝑇𝑎مقدار  𝑇𝑎) و 𝑇𝐶𝑏(𝑡1𝑏, 𝑇𝑏) ازای مقدار را به
,𝑇𝐶𝑎(𝑡1𝑎با هم مقایسه کنید. اگر  𝑇𝑎جدید  𝑇𝑎) ≤ 𝑇𝐶𝑏(𝑡1𝑏, 𝑇𝑏) ،باشد 𝑡1

∗ = 𝑡1𝑏  و
𝑇∗ = 𝑇𝑏

𝑡1 صورت، در غیر این ؛∗
∗ = 𝑡1𝑎  و𝑇∗ = 𝑇𝑎

 قرار دهید. ∗

𝑀 اگر. 4 > 𝑡1𝑎  اگرو یا 𝑀 ≤ 𝑡1𝑏  باشد، آنگاه𝑡1𝑏 را برابر  𝑀  و با استفاده از رابطه  دهیدقرار
,𝑇𝐶𝑎(𝑡1𝑎سپس مقدار  ؛دست آوردیدرا به 𝑇𝑎مقدار ،37 𝑇𝑎)  و𝑇𝐶𝑏(𝑡1𝑏, 𝑇𝑏) ازای مقدار را به

,𝑇𝐶𝑎(𝑡1𝑎با هم مقایسه کنید. اگر  𝑇𝑎جدید  𝑇𝑎) ≤ 𝑇𝐶𝑏(𝑡1𝑏, 𝑇𝑏)  ،باشد𝑡1
∗ = 𝑡1𝑏  و

𝑇∗ = 𝑇𝑏
𝑡1صورت،  در غیر این ؛∗

∗ = 𝑡1𝑎  و𝑇∗ = 𝑇𝑎
 قرار دهید. ∗

 

‌های‌پژوهش‌يافتهها‌و‌‌.‌تحلیل‌داده4

 یها فراوردهمدل بر روی یک شرکت پخش  اجرایبررسی مدل اقدام به  برایمطالعه‌موردی.‌
، کالای فسادپذیر را از یادشدهرکت . شاستبستنی  یموردبررسلبنی شده است که محصول 

دارای تقاضایی از نوع  یموردبررسرساند. محصول  و به فروش می کندمیدریافت  کننده نیتأم
این محصول در اوایل تابستان دارای تقاضایی رو به  که یطور به است؛درجه دو با رشد مثبت 

 یموردبررسد. در حال حاضر شرکت شون کم میو بعد از فصل تابستان تقاضای آاست شد ر
رش کالا و با توجه به تقاضای مشتری سعی در سفا ندارددهی کالا سیاست مدونی برای سفارش

محصولات  فاسدشدندلیل حجم تقاضای بالا یا با و در بسیاری از مواقع یا با کمبود کالا به دارد
‌شود. میدلیل حجم زیاد انبار، مواجه به

دوم و اعداد   فروش نرخ تقاضا توزیع درجه هایگزارشبا توجه به سوابق آماری مربوط به      
، شده انجام یها یبررسآمده است. با  دستبه 8و  05/0، 1000برابر با  cو  a  ،bترتیبثابت به

 008/0برای کالای تحت بررسی مقدار ثابت و مشخص داشته و برابر با  (θ)ضریب فساد کالا 
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شرکت ین ا ایبره همچنین تأمینکنند است؛درصد از کل موجودی در دست در واحد زمان 
 08/0یعنی از زمان تحویل کالا به فروشنده  ؛دمیگیر نظردر  خت معوقهداسیاست پرفروش، 

 حساب هیتسوو اقدام به  کرده را پرداخت شده یداریخرشود تا هزینه کالای  میداده سال مهلت 
رش سفان سیدر نماز پخش تان شرکت مشتریا، با کمبودجهه امورت صودر  .(𝑀) کندنهایی 

 موجب کاهش، ها خوشایند نیستآن ایمر برا یناینکه ا به با توجهما ا ؛مانند خود منتظر می
 8ن ماز حددر واحد وا هرازای بهبه نام هزینه کمبود  یبدنام نیا هزینه .شودمیر شرکت عتباا

 واحد پولی است.  40برابر با  فروش هر واحد کالا نیز متیو قواحد پولی 
دهی( به عهده شرکت  کننده به انبار شرکت )هزینه سفارش هزینه انتقال کالا از انبار تأمین     

واحد پولی برای هر سفارش است. فروشنده هر واحد کالا را با قیمت  100فروشنده بوده و برابر با 
تواند از سیاست پرداخت دلیل اعتبار شرکت میهمچنین به کند؛میواحد پولی خریداری  25
در واحد زمان  12/0پرداختی برابر   نرخ بهره که یطور به ؛استفاده کند کننده نیتأموقه با شرکت مع

 در واحد زمان است. 15/0و نرخ بهره دریافتی برابر با 

‌
‌نتايج‌و‌تحلیل‌حساسیت در این بخش نتایج حل مدل پیشنهادی برای نمونه موردی تحت .

های مدیریتی ارائه خواهد شد. هدف، یافتن  توصیهبررسی به همراه تحلیل حساسیت نتایج و 
و طولی از دوره است که مقدار موجودی مثبت  (∗𝑇)، طول دوره (∗𝑄) دهی مقدار بهینه سفارش

𝑡1)است 
با  .دشو نهیکم یموجودمرتبط با ی ها هزینهع ست که مجموا اینه شندوفرهدف . (∗

سیاست بهینه این پژوهش،  در هشدحل ارائهاز روش  دهستفاا باو  یادشدهت طلاعاا به توجه
‌داده شده است. نشان ،2نتایج حل در جدول  که شود می تعیینه شندوفربرای هی د رشسفا
 

 . نتایح حل مدل پیشنهادی با استفاده از الگوریتم حل دقیق2جدول 

شده‌محاسبهمقدار‌ متغیر  

𝑡1
∗ 8311/0 → 𝑀 ≤ 𝑡1

∗ 

𝑇∗ 2024/0  

𝑄∗ 2693/201  

 

مدها در دو حالت وضع موجود و آو در ها نهیهز ،3بررسی مدل پیشنهادی، در جدول  برای     
 6میزان بهبود در تابع هدف به میزان  با توجه به این جدول،. اندشدهمدل پیشنهادی مقایسه 

نتیجه استفاده از اعتبار شرکت در  یساز نهیبهاین  شده انجامهای که با بررسی استدرصد 
از جمله هزینه نگهداری، فساد و هزینه  ،هاست معوقه و همچنین کاهش در هزینهااستفاده از سی

 .استدهی سفارش
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 های وضع موجود با مدل پیشنهادی. مقایسه هزینه3جدول 

 

فروش‌‌یها‌نهيهزمدها‌)‌آدر

‌و‌بهره‌دريافتي(

)نگهداری،‌فساد،‌‌ها‌نهيهز

‌دهي،‌بهره‌پرداختي(سفارش

تابع‌هدف‌

‌)سود(

 8/74 3/112 1/187 وضع موجود

 3/79 4/120 7/199 مدل پیشنهادی

%73/6 میزان بهبود  21/7%  02/6%  

 

در  قطعیت تحت بررسی، موجب بروز عدممسئله ی کلیدی مترهاراپابرخی از یر دمقادر  تغییر     
 اتخاذشده، هایمیبر تصم هانآتأثیر و  راتییتغ نیا سیربرمنظور  د. بهمیشوی تصمیمگیرفرایند 
دهنده تغییر در  ترتیب نشانبه ،9تا  4های جدولست. ای مفیدر بسیاار بزا ،حساسیت تحلیل

 .هستندآن بر نتایج حل  ریتأثسطوح مقادیر پارامترهای کلیدی مسئله و بررسی 

 
 ازای مقادیر مختلف پارامتر تقاضا. نتایج حل مسئله نمونه موردی به4جدول

𝒂 𝒃 𝒄 𝒕𝟏 𝑻 𝑻𝑪𝒂 𝑻𝑪𝒃 𝑸 

1500 09/0  05/0  1170/0  2013/0  53/80  11/122  51/204  

1700 10/0  10/0  1100/0  2043/0  26/84  236/129  34/215  

1800 20/0  15/0  1095/0  2164/0  63/85  11/130  84/216  

 
 ازای مقادیر مختلف پارامتر نرخ فساد. نتایج حل مسئله نمونه موردی به5جدول 

𝜽 𝒕𝟏 𝑻 𝑻𝑪𝒂 𝑻𝑪𝒃 𝑸 

010/0  11/0  300/0  4/86  59/116  23/171  

015/0  10/0  280/0  3/80  14/110  63/172  

020/0  98/0  269/0  5/79  63/98  35/189  

 
 ازای مقادیر مختلف هزینه نگهداری. نتایج حل مسئله نمونه موردی به6جدول 

𝒉 𝒕𝟏 T 𝑻𝑪𝒂 𝑻𝑪𝒃 𝑸 

20 226/0  326/0  65/80  32/201  32/156  

25 311/0  388/0  32/76  32/186  30/150  

30 322/0  398/0  36/73  63/180  23/149  

 
 دهی ازای مقادیر مختلف هزینه سفارش. نتایج حل مسئله نمونه موردی به7جدول 

𝑨 𝒕𝟏 T 𝑻𝑪𝒂 𝑻𝑪𝒃 𝑸 

150 117/0  223/0  00/70  5/211  30/176  

200 123/0  243/0  00/69  0/301  54/176  

250 122/0  234/0  89/65  3/285  10/170  
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 ازای مقادیر مختلف نرخ بهره دریافتی. نتایج حل مسئله نمونه موردی به8جدول 
𝒊𝒆 𝒕𝟏 T 𝑻𝑪𝒂 𝑻𝑪𝒃 𝑸 

15/0  124/0  228/0  64/80  79/226  32/221  

20/0  116/0  236/0  16/80  46/213  36/214  

25/0  125/0  224/0  23/89  14/231  25/226  

 
 ازای مقادیر مختلف نرخ بهره پرداختیمسئله نمونه موردی به. نتایج حل 9جدول

𝒊𝒄 𝒕𝟏 T 𝑻𝑪𝒂 𝑻𝑪𝒃 𝑸 

14/0  117/0  311/0  14/75  12/236  65/201  

19/0  112/0  224/0  00/79  47/209  12/241  

25/0  123/0  330/0  43/76  65/232  00/200  

 

توان تأثیر تغییر در پارامترهای مسئله را بر مقادیر می شده انجامبا توجه به تحلیل حساسیت      
عملکرد و روش حل مسئله پی    مدل و نحوه یدرست  بهبهینه متغیرهای تصمیم مشاهده کرد و 

 .کسب کرددهی اطلاعاتی  برد و نیز از چگونگی تأثیر نوسانات پارامترها بر سیاست سفارش

کمتری به پایان  زمان مدتافزایش یابد، کالا در ، هرچه نرخ فساد کالا 5با توجه به جدول      
و در مقابل، تعداد دفعات  را کاهشدهی  باید میزان سفارش در هر بار سفارش بنابراین ؛رسدمی

دهی را افزایش داد تا از فساد محصول و افزایش هزینه جلوگیری شود. این اقدام باعث سفارش
سود نیز کاهش پیدا خواهد کرد. برای نمونه،  تبعبهو دهی خواهد شد سفارش یها نهیهزافزایش 

درصدی در نرخ فسادپذیری محصولات، متوسط  10دهند که با افزایش متوسط  نتایج نشان می
درصد  5/10درصد کاهش و اندازه سفارش نزدیک به  4/15سود کل سیستم موجودی نزدیک به 

ه نگهداری هر واحد کالا افزایش هر چه هزین که شودمشاهده می ،6یابد. در جدول  افزایش می
یابد و درنتیجه سود نیز کاهش پیدا خواهد یابد، میزان سفارش در هر بار سفارش دهی کاهش می

دهی کمتر از تغییر در سطح نرخ  های سفارش کرد. حساسیت تابع سود به تغییر در هزینه
نگهداری برای واحد های ثابت  درصدی در هزینه 50با افزایش  که یطور به ؛فسادپذیری است

 .شودمشاهده میدر سود کل سیستم موجودی  کاهش درصد 10 حدودکالا، تنها 
نتایج حل مسائل نمونه تحت بررسی با تغییر در سطح پارامتر هزینه ، 7در جدول      

 نهیهز شیبا افزاکه  کندمی دیتأک ،5داده شده است. نتایج جدول  نشاندهی  سفارش
، مثال برایاست.  یعیطب یمسئله امر نیاکه  ابدیمی شیافزا ی نیزدوره بازپرساز ی،ده سفارش

 کاهش درصد 6حدود ، دهی های سفارش درصدی در هزینه 66دهد که با افزایش  نتایج نشان می
به  دهد یم حیترج داریخر. شودمشاهده میدر متوسط سود در شرایط پرداخت قبل از موعد مقرر 

در دست داشته باشد تا  یشتریب زمان مدترا  یموجود ،یدهسفارش نهیبودن هزعلت بالا
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 زین یدهحجم سفارش یدهسفارش نهیهز شیبا افزا. سفارش دهد یدفعات کمتر لهیوس نیبد
افزایش در مقادیر نرخ درصد  50حدود . داده شودسفارش  یتا تعداد دفعات کمتر ابدییم شیافزا

درصدی در متوسط سود در شرایط پرداخت قبل از موعد مقرر  10بهره دریافتی نیز به افزایش 
حساسیت  دارایشود که رفتار تابع سود سیستم موجودی  نهایت مشاهده میشود. در میمنجر 

 80ید )نظیر رشد بسیار پایینی در برابر تغییر در نرخ بهره پرداختی است و با ایجاد تغییرات شد
درصدی در مقدار نرخ بهره پرداختی(، متوسط سود کل سیستم در حالت هر دو سیاست سود 

 هنگام پرداخت قبل و بعد از موعد مقرر تغییر چندانی نخواهد داشت.
 
‌هایشنهادگیری‌و‌پ.‌نتیجه5

دن کالا، پذیربودفساماهیت  یمشخصه بررس سه نشان داد کهموضوع  مبانی نظریی بررس     
ریزی و کنترل موجودی و  های برنامه تواند بر کارایی مدل و اعتبار تجاری می افت پسکمبود 

اقدام به  پژوهشدر این  رو نیازا ؛باشد رگذاریتأثمربوطه  هایدرنهایت بر اثربخشی تصمیم
های یادشده در توسعه یک مدل کنترل موجودی و سپس ارائه  مشخصه توأمانگرفتن  نظر در

مدل کنترل  پژوهش،در این دقیق شده است.  صورت بهروش حل کارا برای حل مدل پیشنهادی 
گرفتن کمبود نظرموجودی برای کالای فسادپذیر با تقاضای کوادراتیک وابسته به زمان، با در

آوردن دستشده است. پس از بهارائه افت و اعتبار تجاری )زمان پرداخت هزینه معوقه(  پس
بودن آوردن تابع سود کل، مقعردست ها و به کنترل موجودی برای اساسی تأثیرگذار  عوامل هزینه

ریاضی، جواب سازی  . با استفاده از بهینهشده استتابع نسبت به متغیرهای تصمیم مسئله بررسی 
یک عملکرد مدل،   منظور بررسی نحوه بهدقیق محاسبه شده است.  طور بهبهینه مدل پیشنهادی 

و در نهایت تحلیل حساسیت بر روی تغییر در مقادیر پارامترهای کلیدی  ارائه شدهمثال عددی 
تی حاکی از نظیر نرخ فساد، تقاضا، بهره پرداختی و دریافتی انجام شده است. نتایج محاسبا ،مدل

دهند که همواره با افزایش نرخ فساد، سوددهی کالا  کارایی مدل پیشنهادی است. نتایج نشان می
همچنین با افزایش نرخ تقاضا، سود  ؛یابد های سیستم موجودی افزایش می کاهش و میزان هزینه

کالا و کاهش های مناسب نگهداری  کارگیری روش است با به بهتربنابراین  ؛یابد تابع افزایش می
کارگیری  همچنین با به داد؛های سیستم موجودی کاهش  نرخ فساد تا حد امکان، هزینه

منجر کاهش نرخ فسادپذیری محصول  های بازاریابی مناسب که به افزایش تقاضای و روش
دهی و افزایش  توان بر میزان تقاضای محصولات تأثیر گذاشت که کاهش سفارشمی ،شود می

هرچه نرخ فسادپذیری کالا  که شود مشاهده می علاوهبه ؛دنبال خواهد داشتبهرا سود محصول 
خود سبب افزایش تعداد دفعات  که ابدی یماندازه سفارش در هر بار سفارش کاهش  یابد، افزایش 
دهی درنهایت از فساد محصول و کاهش فروش و در نتیجه کاهش سود و شودمیدهی  سفارش
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 کند. جلوگیری می
 ،ریزی کنترل موجودی، ترکیب انواع تقاضا‎تقاضا در برنامه تیریمقوله مد تیبا توجه به اهم     

ی وابسته به تورم، تقاضای وابسته به سطح موجودی و  مانند تقاضای وابسته به قیمت، تقاضا
 یکیباشد.  توجه جالب ،یآت هایپژوهش یها نهیاز زم یکیعنوان  به تواند یمتقاضاهای ترکیبی 

ریزی  برنامهدر  یگذار متیقمتغیر تصمیم گرفتن نظردر ،یربردکا هایپژوهش یها نهیاز زم گرید
 کمبود زانیو م نهیانباشته به  اندازه نییعلاوه بر تع ،نهیفروش به متیق نییو تع کنتر موجودی

 است.
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