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‌چکیده
دریافت  درآمد فروش محصول در لحظه تحویل کالا فوراً ،در سیستم کنترل موجودی کلاسیک     
اما در دنیای واقعی کالاهایی وجود دارند که به  ؛توانند عمر نامحدود داشته باشندد و کالاها میشو می

عنوان کالاهای ه بهجدید ارزش خود را از دست می دهند ک فناوریآمدن وجودمرور زمان بر اثر به
تواند به خریدار این اجازه را ترغیب خریدار، فروشنده می برایشوند. همچنین شدنی شناخته میمنسوخ

شدنی با له کنترل موجودی منسوخئیک مس پژوهشدر این  .کندخیر پرداخت أبدهد تا هزینه خرید را با ت
 نتایج .شدحداقل هزینه بررسی خواهد هدف دستیابی به  سیاست پرداخت معوقه در شرایط تورمی با

نتایج نشان  است. شدهارائه  تلفن همراهفروشی عددی نیز در یک مطالعه موردی واقعی صنعت خرده
یابد، مقدار شدن کالا افزایش میشدن با توجه به اینکه ریسک منسوخدهد با کاهش دوره منسوخمی

های مدیریت که استفاده ترکیبی از سیاست یابد نتایج حاکی از آن استبهینه کاهش می سفارش
 شود.های موجودی میخیر در پرداخت باعث کاهش هزینهأگرفتن تنظرموجودی با در
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‌.‌مقدمه1

بررسی مسائل های اخیر پژوهشگران در حوزه کنترل موجودی بیش از پیش به در سال     
اند. این فضای رقابتی فروشندگان را بر آن عملکردی حاکم بر فضای رقابتی حاضر، روی آورده

ای در داشته است که برای افزایش میزان فروش و ایجاد مزیت رقابتی امکانات و امتیازات ویژه
رود. شمار می اختیار خریدار قرار دهند. پرداخت معوقه یکی از امتیازات برای ترغیب خریدار به

( بر این فرض استوار است که هزینه خرید بلافاصله EOQمدل کلاسیک سفارش اقتصادی )
کنندگان شود حال آنکه، همانگونه که اشاره شد عموما تامیندهی پرداخت میپس از سفارش

رغیب تنها موجب تکه نه دهندقرار میخریدار ی زمانی برای پرداخت هزینه خرید در اختیار ابازه
، دهد که با استفاده از این فرصتشود بلکه این امکان را به او میوی و افزایش میزان خرید می

 هزینه سرمایه خود را کاهش دهد.
کننده، خریدار قادر است با فروش محصولات خریداری شده از تامین ،در این فاصله زمانی     

از طرفی اغلب محصولات، ارزش  افزایش دهد.گذاری کرده و سود خود را درآمد حاصل را سرمایه
شود دهند که منجر به کاهش تقاضای آن محصول میتجاری خود را در طول زمان از دست می

و برای برخی محصولات سرعت این فرایند فراتر از حد معمول است. این محصولات اصطلاحاً 
 باشند.شدنی میمحصولات منسوخ

محصولات بعد از چند دوره تولید با  ،بالا فناوریویژه در صنایع با به بسیاری از بازارها، در     
زیست همچنین برخی محصولات نیز با ممنوعیت محیط ؛شوندجدید منسوخ می فناوریایجاد 

مواجه شدگی منسوخ باناچار ند و بهشوجهانی در مورد استفاده از کالایی خاص مواجه می
 شوند. می

کننده به تامین ،کاهش تقاضا و کاهش ارزش تجاری این نوع محصولات بنابراین با توجه به     
ها فروش کالا با باشد که یکی از این سیاستدنبال سیاستی برای فروش بیشتر و سریع آنها می

انجام شده در این حوزه تاکنون پرداخت معوقه مطالعات باشد.در نظر گرفتن تاخیر در پرداخت می
 شدنی با پرداخت معوقهمنسوخ که مطالعه کنترل موجودی کالاهایدرحالی ؛اندرا در نظر نگرفته

 ای دارد.ویژه جایگاهی

 دارای اقلام دهد که تمامینشان می عمدتاً 1960کنترل موجودی تا اوایل  هایپژوهش     

ار اشتباه در این فرض قربسیاری از کالاها به .هستند ناپذیرکاربرد تغییر و متناهینا عمر طول
 ؛شوندکه به مرور زمان تبخیر می غیرهمانند الکل، نفتالین و  1پذیراقلام فنا .1گرفته اند مانند 

اقلام  -3 ؛شوندمرور زمان فاسد میمانند میوه و سبزیجات که به 2اقلام فسادپذیر -2

                                                 
1. Decay 
2. Perishable 
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افتند. در مرور زمان از مد میو به هستند 2محصولاتی با تکنولوژی بالا که عمدتاً 1شدنی منسوخ
اما در مورد  ؛گرفته است صورتفراوانی  هایپژوهشمورد اقلام فسادپذیر و اقلام فناپذیر 

 محدودتری وجود دارد.  هایپژوهشنسبت شدنی بهکالاهای منسوخ
در بخش دوم مبانی نظری و پیشینه پژوهش مورد بحث و بررسی قرار ابتدا  پژوهش،در این      

شدنی ناگهانی برای دو له بر روی کالای منسوخئسازی مسو سپس در قسمت سوم مدل می گیرد
دهی و دوره پرداخت قبل از سیکل بهینه شدوره پرداخت بعد از سیکل بهینه سفار حالت

ها با سازی هزینهمسئله به شرایط واقعی، مدل کردننزدیک برایو  شوددهی معرفی میسفارش
سپس در بخش چهارم حل مسئله و تحلیل حساسیت بر روی ؛ گیردانجام میتوجه به نرخ تورم 

صورت بندی و ارائه نتایج  بخش پنجم نیز جمعدر . شودانجام میشده های ارائهنمونه داده
 .گیرد می

 

‌و‌پیشینه‌پژوهش.‌مباني‌نظری‌2

صورت زیر شدن کالا انجام گرفته است را می توان به که در مورد منسوخ هاییپژوهش     
 موردبحث قرار داد:

گرفتن نظربا در (1996) ها در این زمینه، کوبرت و همکارانمدلسازی نخستینیکی از  در     
شدن ناگهانی، مدل کنترل موجودی کالاهای طول عمر نمایی محصولات تا زمان منسوخ

مبود وجود داشته باشد شده را برای حالتی که کسپس مدل ارائه هاکردند. آنشدنی را ارائه منسوخ
 ،گرفتن تابع طول عمر کلی محصولنظرمین وجود داشته باشد با درأخیر در تأو برای حالتی که ت

مدل  ،شدنیکالای منسوخ دربارهشده انجام هایپژوهش بیشتردر ادامه در . [3] تعمیم دادند
 برای، ارائه مدلی توسعه مدل شده بر رویانجام هایپژوهش. ازجمله شده توسعه داده شد ارائه

 (1993) سازی سود بود که توسط جاگلاکر و همکارانحداکثرشدنی با هدف  کالای منسوخ
مدل  ،با درنظرگرفتن قیمت فروش (1996) علاوه جاگلاکر و همکارانه. ب[8] صورت گرفت

  .[9] شدنی را توسعه دادند موجودی کالای منسوخ
شدنی تدریجی با تابع هدف مدلی برای کالاهای منسوخ (2002)آرکلوس و همکاران      

. سانگ و [1] استکه در آن تقاضا تابعی از هزینه و زمان فروش  کردندسود ارائه  حداکثرکردن
کردن شدنی ناگهانی با لحاظای را برای کالاهای منسوخمدل موجودی دوره (2004) همکاران

گرفتن مقدار تقاضا در نظربا در (2011) ونگ و همکاران .[21] کردندریزی پویا ارائه مفهوم برنامه
عنوان تابعی از رشد جمعیت و همچنین ارائه تخفیف در قیمت در  طول دوره عمر محصول به

 . دلفت و همکاران[25] کردندطول دوره نزول تقاضا مدل کنترل موجودی خود را ارائه و حل 

                                                 
1. Obsolescence 
2. High-Tech 
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. [4] کردندشدنی را ارائه موجودی کالای منسوخبا استفاده از تابع تخفیف نزولی مدل  (1996)
شدنی گرفتن کالای منسوخنظررا با در 1(CSسیاست کالای امانی ) (2005)پرسونا و همکاران 

کنترل موجودی کلاسیک این های اصلی در سیستم هاییه. یکی دیگر از فرض[18] دادندارائه 
که در حالیدر کند؛میخریدار به محض دریافت کالا، اقدام به پرداخت هزینه خرید کالا است که 

ینه خرید در منظور پرداخت هزواقعیت ممکن است فروشنده برای خریدار، مدت زمان معینی را به
عنوان سیاست تشویقی معروف است به «معامله اعتباری»معامله که به  نظر بگیرد. این شیوه

البته حالت دیگری وجود  ؛شودکار گرفته میکنندگان بهمینأمشتریان بیشتر از سوی تجذب  برای
خیر ارسال کند که این أدهد تا کالای خود را با تدارد که خریدار به فروشنده این اجازه را می

 .استجذب فروشندگان بیشتر  برایسیاست، تشویقی از سوی خریداران 
 استدر زمینه اقلام فسادپذیر  در مورد معامله اعتباری عموماً گرفتهصورت هایپژوهشاغلب      

 :صورت زیر شرح داده شده استکه به
شدن ای را برای کالاهایی که پیوسته در حال فاسدسیاست بهینه (2006)اویانگ و همکاران      

یک  (2014). موسوی و همکاران [15] کردندخیر در پرداخت بررسی أگرفتن تربا درنظ هستند
سطحی شامل خریدار، فروشنده و بانک را تحت شرایطی توسعه دادند که دوره مین سهأزنجیره ت

شود و وجوه نقد در بانکی که وابسته به فروشنده اعتباری توسط فروشنده به خریدار اعلام می
اند که بانک مقدار مشخصی تخفیف در نرخ وام را ها فرض کرده. آن[13] شوداست، کنترل می

 (1997) شود. جمال و همکارانها میدهد و این هماهنگی باعث کاهش هزینهه فروشنده میب
. چنگ و [6] وقتی کمبود مجاز است، توسعه دادند ،دهی را تحت خرید اعتباری سیاست سفارش

خیر در پرداخت و کمبود پسافت مجاز باشد، أمدلی را که در آن کالا فسادپذیر و ت (2001)دای 
علاوه بر  در آن یک مدل دوسطحی از خرید اعتباری ارائه داد که (2003). هونگ [2] دادندارائه 

تواند زمان د، خریدار نیز میشواینکه زمان پرداخت معوقه توسط فروشنده به خریدار اعلام می
های مروری بر روی مدل( 2010). سونی و همکاران [5] پرداخت معوقه را به فروشنده اعلام کند

دی با خرید اعتباری که شامل مواردی همچون شرایط سفارش اقتصادی، فسادپذیر، موجو
 .[22] دادندانجام  ،ستا هاتقاضای احتمالی و ارزش فعلی پرداخت

برای . شده استبررسی  ،یز کاهش ارزش موجودی در طول زماننها پژوهش ازبرخی در      
مقدار سفارش  ،مقدار پیوسته موجودی در طول زمانگرفتن نظربا در (2006) گویال، خوجا و مثال

مدل موجودی با کاهش پیوسته هزینه  (2011)همکاران  . یو و[10] دست آوردندهبهینه را ب
 جیلان  .[28] کردندگرفتن تولید را بررسی قرار نظرسطحی با درمین دوأموجودی در یک زنجیره ت

برای  احتمالی مدل یکپارچه غیر قطعی یک بیزین، های شبکه از استفاده ( با2014و همکاران )

                                                 
1. Consignment Stock 
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سازی میزان سفارش موجودی ارایه چندسطحی به منظور بهینه تأمین یزنجیره در سازی مدل
مدلی را جهت سازی استوار اده از رویکرد بهینهف( با است2011. ربیعه و همکاران )[7] نمودند
واندانا  است یافته توسعه .[20]اند داده خودرو انجامریزی تامین قطعات شرکت ایرانبرنامه

مین أگرفتن کمبود در یک زنجیره تنظردهی تحت خرید اعتباری با دریک مدل سفارش (2016)
 پرداخت شودفروش پیشتوسط خرده بایدها که در آن درصدی از هزینه کردسطحی ارائه دو
در سیاست کالای  مدل کنترل موجودی خرید اعتباری یک (2016) . زهراهن و همکاران[24]

 یک مدل کنترل موجودی سه (2016)زاده . پورمحمد ضیاء و طالعی[29] کردندارائه  1امانی
در  .[19] کردندخیر در پرداخت ارائه أپرداخت و تگرفتن کمبود، پیشنظرسطحی ترکیبی با در

عنوان جدیدترین توان به موارد زیر بهمیهای فسادپذیر نیز تورم در مدلگرفتن نظرخصوص در
 کرد:گرفته اشاره صورت هایپژوهش

پذیر همراه با یک مدل کنترل موجودی برای کالاهای فساد (2014) زاده و همکارانطالعی     
اثرات ارزش زمانی پول و تورم  هاآن .ه دادندئگرفتن فرآیندهای مالی ارانظرافت و درکمبود پس
یک مدل سفارش  کردند ودهی در یک سیستم موجودی بررسی ت بهینه سفارشرا بر سیاس

بهینه اقتصادی برای مدیریت کالاهای فسادپذیر در یک افق زمانی محدود در حالتی که کمبود 
. کومار و همکاران [23] که تقاضا و نرخ زوال ثابت است کردنده ئاراخیر مجاز باشد أافت و تپس

نظرگرفتن دو انبار و یک مدل موجودی برای اقلام فسادپذیر با تقاضای چندمتغیره با در (2013)
دارد. در انبار شخصی نرخ وابستگی خطی  ،. تقاضا به زمان و سطح موجودیکردنده ئاثر تورم ارا

د. کنای نرخ زوال از توزیع وایبول پیروی می پذیری خطی متغیر با زمان است و در انبار اجارهزوال
آوردن دستافت لحاظ شده است. هدف بهصورت پسکمبود مجاز است و به پژوهشدر این 

ای انتقال یابد تا حداکثر سود که باید در انباره اجارهاست شده و مقداری دادهمقدار بهینه سفارش
 .[11] حاصل شود

افت آنی با کمبود پسانباری برای اقلام فسادپذیر غیریک مدل موجودی دو (2015) پالانیول     
ای پذیری در دو انبار شخصی و اجاره. نرخ زوالکرده ئتورم در یک افق زمانی محدود ارا ی وئجز

 ه شده استئه به طول زمان انتظار در مدل ارای نیز با یک نرخ وابستئبود جز. کماستمتفاوت 
یک مدل سفارش بهینه اقتصادی برای اقلام فسادپذیر با  (،2015) مونیپان و همکاران .[16]

خیر در پرداخت با أپذیری وابسته به زمان و تگرفتن تورم و ارزش زمانی پول و نرخ زوالدرنظر
صورت پس افت در نظر کمبود مجاز است و بهها آن پژوهش. در دادند افق زمانی محدود توسعه

فروش لحاظ شده کننده برای خردهمینأت از طرف تگرفته شده است و یک دوره اعتباری ثاب
 .[14] است

                                                 
1. Consignment Stock 
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-یک مدل کنترل موجودی فازی با تعیین مقدار بهینه سفارش (،2015) پاریک و همکاران     

کننده مرتبط با مینأدهی برای اقلام فسادپذیر با روش تورم تنزیل جریان نقدی وقتی اعتبارات ت
-سازی خردهیک سیاست بهینه(، 2013). یادا و همکاران [17] کردنده ئارا ،مقدار سفارش است

. در این مدل اثر نرخ تورم، نرخ کردنده ئمحیط فازی و پرداخت اعتباری ارا فروشی با تورم در
یانگ و همکاران  .[26] بررسی شدخیر در پرداخت در مقدار بهینه اقتصادی أفسادپذیری و ت

تورم یک مدل موجودی با محصولات فسادپذیر با تقاضای وابسته به سطح موجودی و  (،2013)
کننده به مینأخیر مجاز در پرداختی که تأ. طول زمانی تکردنده ئو سیاست پرداخت اعتباری ارا

مطلبی و همکاران  .[27] فروش استدهد وابسته به مقدار سفارش خردهه میئفروش اراخرده
تعیین نقطه بهینه سفارش ارایه یابی نقطه نفوذ مشتری و به منظور مکان( ساختاری 2017)

 .[12]نمودند 
 

 ها با مدل پیشنهادیو مقایسه آن شدنی و فسادپذیرمنسوخ گرفته درباره کالاهایهای صورتپژوهشبندی طبقه .1جدول 
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دهد برخلاف کالاهای فسادپذیر، شده نشان میهای انجام، بررسی1جدول با توجه به      
بر به همین دلیل، مطالعه  ؛است صورت نگرفتهشدنی زیادی در مورد کالای منسوخ هایپژوهش

ها در زمینه کالاهای آن اجرایکه در زمینه کالاهای فسادپذیر مطرح بوده و  هاییموضوعروی 
ترین ن حال کاربردیترین و در عیاست. یکی از مهم یجذابیت بسیار دارایشدنی، منسوخ
 . استخیر در پرداخت و تورم أگرفتن تنظر، موضوع درهاموضوع

 

‌پژوهششناسي‌روش.‌3

له پیش رو به این ترتیب است که فروشنده محصول خود را به خریدار ئچارچوب اصلی مس     
خیر پرداخت أشده را با تدادهدهد تا هزینه کالای سفارشفروشد و این اجازه را به خریدار میمی
شدن کالا د و نوع منسوخشوه با تابع توزیع نمایی منسوخ میشداز طرف دیگر کالای ارائه؛ کند

 د.شوند باعث ایجاد هزینه مینمانشدن باقی میناگهانی است و تعداد کالایی که در نقطه منسوخ
 :استد، دارای مفروضات زیر شومدلی که در این بخش معرفی می

 ؛استتقاضا ثابت ـ 

 ؛گیردسازی انجام میفقط برای یک محصول مدلـ 
 ؛کمبود مجاز نیستـ 
 ؛دشوپرداخت بعد از دریافت سفارش انجام میـ 

 ؛سازی تحت شرایط تورم استمدلـ 

 ؛صورت ناگهانی استشدن بهمنسوخـ 

 ؛نمایی در نظر گرفته شده است ،شدن کالاتابع توزیع احتمالی طول عمر منسوخـ 

 .است ریزی نامحدود نامهبر افقـ 
 

نتیجه طول بهینه سفارشدهی متغیر مدل چون مقدار بهینه سفارش و در در این .سازیمدل

های کردن هزینهحداقلهای یک دوره معادل کردن هزینهحداقلتصادفی مستقل هستند، پس 
و برای طول عمر انتظاری  شدهسازی له برای یک دوره مدلئدرنتیجه مس ؛کل دوره است
 صورت زیر هستند:به پژوهشاستفاده در این . پارامترهای موردشودداده میمحصول تعمیم 

‌

‌پارامترها
t :شود )سال(زمانی که کالا منسوخ می 

L: انتظار عمر محصول )سال(زمان مورد 

D :مقدار تقاضای یک سال 

A :($دهی )هزینه سفارش 
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H :دوره یک درهزینه نگهداری  نرخ 

Cp : هزینه هر واحد کالا($) 

Cs :شده هزینه هر واحد کالای منسوخ($) 

M :)زمان پرداخت بعد از دریافت سفارش )سال 
Ie :دوره یک در دریافتی بهره نرخ 
Ip :دوره یک در پرداختی بهره نرخ 

IE :متوسط سود دریافتنی 
IC :متوسط سود پرداختنی 
Ps : ندهد رخشدن کالا پیش رو منسوخاحتمال اینکه در طول دوره. 
‌

‌متغیرهای‌تصمیم

Q :مقدار سفارش بهینه 
T: دهی کالا )سال(بهینه سفارش دوره 

R :نرخ تنزیل تورم 
Cc :شدنی در یک دوره دهی، نگهداری و منسوخهای خرید، سفارشهزینه($) 
CL :در طول دوره  شدنیدهی، نگهداری و منسوخهای خرید، سفارشکل هزینه موجودی )هزینه

دهی، های سفارششامل هزینه ،شده بر اساس نرخ تورمشدن کالا( تنزیلانتظار منسوخمورد
 ($) شدنی، سود پرداختنی و سود دریافتنینگهداری، منسوخ

CL (M) : کل هزینه موجودی زمانی کهT=M است ($) 
دو پارامتر  «شدن کالامنسوختابع توزیع احتمالی عمر » و «صورت ناگهانیشدن بهمنسوخ»     

 با این تفسیر که: هستندمجزا 
به یکباره تقاضای آن صفر  شدن کالا،منسوخ باصورت ناگهانی یعنی اینکه شدن بهمنسوخـ 
 .شود می

سال  Lصورت میانگین یعنی اینکه به Lشدنی با تابع نمایی با پارامتر تابع توزیع عمر منسوخـ 
صورت ناگهانی شدن کالا فرا برسد بهزمان منسوخاگر کشد تا کالا منسوخ شود و طول می

 شود.منسوخ می
دهی سفارش و های نگهداریشده از هزینهسازی ارائههای موجودی، مدلمانند سایر مدل     

خیر أهای پرداختی و سود دریافتی بر اساس تشدنی و هزینههای منسوختشکیل شده است. هزینه
 :استشرح زیر  شده به سازی ارائهبر این اساس مدل ؛دشوزمانی پرداخت نیز در مدل لحاظ می

‌
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ه کشود (کالا خریداری میQدر ابتدای هر دوره به اندازه مقدار سفارش اقتصادی ) .هزينه‌خريد
 بنابراین کل هزینه خرید در هر دوره برابر است با: است؛ Cpهزینه هر واحد خرید برابر با 

 
CP=Cp*Q 

‌

تعداد کالاهایی که در زمان  :ند ازاشدنی عبارتهای منسوخهزینه .شدههزينه‌کالاهای‌منسوخ

t گرفتن احتمال توزیع نمایی با پارامترنظربا در (
1

L
 هایپژوهششوند. با توجه به ( منسوخ می

همچنین با [ و 9[، ]8]( 1996و  1993)[ و جاگلاکر و همکاران3]( 1996)کوبرت و همکاران 
 یابدمیهای اول کمتر است و به مرور زمان افزایش شدن در دورهتوجه به اینکه احتمال منسوخ

در نظر گرفته شده است. این احتمال در  Lصورت نمایی با پارامتر شدن به تابع احتمال منسوخ

)]قالب رابطه 
1

L
) 𝑒

−𝑡
𝐿⁄ اما  ؛استهای مدل لحاظ شده در کلیه روابط مربوط به محاسبه هزینه [

شده دادهشدنی، اگر کل کالای سفارشمیزان کالای منسوخ گرفتننظرسوای این احتمال، برای در
-Qها مصرف شده باشد، تعداد آن tDبه اندازه  tباشد که تا زمان  Qدر طول یک دوره برابر با 

tD  کالا به هزینه هر واحدCs کالا شدن های منسوخشود و درنتیجه کل هزینهمنسوخ می
 ند از:اعبارت

 

 
 شدهوضعیت موجودی منسوخ. 1شکل 

 

(1) 
CS=∫ [𝑄 − (𝑡𝐷)](𝐶𝑠) [(

1

L
) 𝑒

−𝑡
𝐿⁄ ] 𝑑𝑡

𝑄

𝐷
0

= (𝐷 𝐿[−1 + 𝑒−
𝑄

𝐷𝐿] + 𝑄)𝐶𝑠 
 

‌های‌نگهداریهزينه

، با t [0<t<T]شدن در زمان منسوخ اگر بنابراین ؛است Qمیزان موجودی ابتدای دوره برابر با ـ 

) گرفتن احتمال توزیع نمایی با پارامتردرنظر
1

L
برابر است با  𝑡(، رخ دهد، میزان موجودی در زمان 
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𝑄 − 𝑡𝐷 و میانگین موجود در طول یک دوره عبارت است از: 𝑄 − (
𝑡𝐷

2
هزینه نگهداری هر  .(

 𝐶𝑝𝐻)) ضرب هزینه خرید هر کالا در نرخ هزینه نگهداریقلم کالا در طول سال برابر با حاصل
و هزینه  𝐶𝑝𝐻𝑡 استبرابر  tاین اساس هزینه نگهداری کالا تا زمان  بر ؛در نظر گرفته شده است

 نگهداری در این حالت عبارت است از:
 

(2) 

CH1=∫ [𝑄 − (
𝑡𝐷

2
)] (𝐶𝑝𝐻𝑡) [(

1

L
) 𝑒

−𝑡
𝐿⁄ ] 𝑑𝑡

𝑄

𝐷
0

=  
 

𝐻𝐶𝑝(2𝐿(−𝐷 𝐿 + 𝑄) +
𝑒

−
𝑄
𝐷𝐿(2𝐷2 𝐿2−𝑄2)

𝐷
)

2
 

 
) گرفتن احتمال توزیع نمایی با پارامترنظر، با درt [t>T]شدن در زمان در صورتی که منسوخـ 

1

L
) 

𝑄رخ دهد، میانگین موجودی در طول دوره برابر با 
های نگهداری هزینهبنابراین  ؛است ⁄2

 ند از:اعبارت
 

(3) CH2=∫ [(
𝑄

2
) (

𝑄

𝐷
)] (𝐶𝑝𝐻) [(

1

L
) 𝑒

−𝑡
𝐿⁄ ] 𝑑𝑡

∞
𝑄

𝐷

= 
𝐻 𝐶𝑝 𝑄2 𝑒

−
𝑄
𝐷𝐿

2𝐷
 

‌

‌درآمدهای‌تهزينه ‌و ‌أها ‌در  شودخیر در پرداخت نیز لحاظ أدر صورتی که ت .پرداختخیر
  (M) > Tدهی که یکی از حالات بهینه سفارش دورهبه شرایط زمان پرداخت و  با توجهتوان  می

شدنی اضافه های یک دوره مربوط به کالای منسوخعبارات زیر را به هزینه است (T > M)و یا 
خیر در پرداخت أهای تبا مدل پژوهششده در این ایجادخیر در پرداخت أهای تتفاوت مدل .کرد

گیرد. با توجه به کالاهای فسادپذیر در میزان موجودی است که به آن بهره دریافتی تعلق می
شود و کالا به فروش شدن، تقاضا صفر میشدنی بعد از منسوخاینکه در کالاهای منسوخ

و به فروش  شدهخیر در پرداخت دریافت أدرآمدی هم برای موجودی که با شرایط ت ،رسد نمی
 :بنابراین ؛شودنرسیده است، در نظر گرفته نمی

  ≤M  Tحالت اول

متوسط موجودی که به فروش ، باشد [M,0]شدن کالا در فاصله که نقطه منسوخاینفرض با      

𝑄رسد می − (
𝑡𝐷

2
 بنابراین: است؛ (
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 ≤M Tموجودی در حالت . وضعیت 2شکل 

‌

یک دوره سفارش  در فروشخرده سود دریافتنی، متوسط محاسبه برای .دريافتنيمتوسط‌سود‌
شود که خریدار در این امر باعث می درنتیجه ؛کندهزینه را پرداخت می Mدهد و در لحظه می

است، دریافت  نکردهو بهای آن را پرداخت  کردهسودی را بابت کالایی که مصرف  [M,0]بازه 
د و با توجه به اینکه شوسود محاسبه می tشدن کالا، تا زمان با توجه به احتمال منسوخ .کند

 برابر است با: tنشدن کالا تا زمان احتمال منسوخ
 

(4) ∫
1

L
𝑒

−𝑡
𝐿⁄

∞

𝑡
=𝑒−

t

L 
 

شدن احتمالی شده تا زمان منسوخضرب موجودی مصرفسود دریافتنی برابر است با حاصل     
گرفتن بهره دریافتی و قیمت خرید کالا، سود دریافتی از کالایی که نظربا در بنابراین ؛(Dt)کالا 

 مصرف شده و بهای آن پرداخت نشده برابر است با:
 

(5) IE1 = 𝐶𝑝𝐼𝑒 ∫ 𝑡 𝐷 (
1

𝐿
) 𝑒−

𝑡

𝐿𝑑𝑡 
𝑀

0
= 𝐶𝑝 𝐼𝑒  𝐷[𝐿 − 𝑒−

𝑀

𝐿 (𝐿 + 𝑀)] 
 

‌ ‌سود یک دوره  در فروشخرده سود پرداختنی، متوسط محاسبه برای .پرداختنيمتوسط
شود که این امر باعث می درنتیجه ؛کندهزینه را پرداخت می Mدهد و در لحظه سفارش می

پرداخت  ،سودی را بابت موجودی که خریده و هنوز مصرف نکرده است [M,T]خریدار در بازه 
مقدار موجودی که در دست بوده و بهای آن پرداخت شده  Tتا زمان  Mبنابراین از زمان  کند؛

کند که این مقدار موجودی در فروش هزینه مالی ایجاد میولی مصرف نشده است، برای خرده
فروش بابت کالایی که خرده شده بهتحمیلهزینه مالی  بنابراین ؛Q-tDبرابر است با  tزمان 

 برابر است با: ،است نکردهولی استفاده  کردهبهای آن را پرداخت 
 

(6) 
IC1 = 𝐶𝑝𝐼𝑝 ∫ 𝐼(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑄

𝐷
𝑀

𝐶𝑝𝐼𝑝 ∫ (𝑄 − 𝐷 𝑡)𝑑𝑡
𝑄

𝐷
𝑀

 = 𝐶𝑝 𝐼𝑝 [
𝑄2

𝐷
−

𝐷(
𝑄

𝐷
)2

2
−

 (𝑄 𝑀 −
𝐷 𝑀2

2
)] 
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  M ≥ T دومحالت 

فروش فقط در این حالت خردهباشد  [∞ ,T]شدن کالا در فاصله که نقطه منسوخاینفرض با      
کننده پرداخت مینأای به تکه هیچ بهرهحالیدر ؛کندبهره درآمد از فروش کالا را کسب می

شده بعد از دوره مصرف است، بنابراین هیچ کالایی زیرا زمان پرداخت کالای دریافت ؛کند نمی
سود دریافتنی تا  روازاین ؛وجود ندارد که بهای آن را پرداخت نموده باشد و مصرف نکرده باشد

شدن ر منسوخدچا [T,0]است و در بازه  کردهبرابر با مقدار کالایی است که دریافت  Tزمان 
شده که بهای آن پرداخت نشده است سود دریافتی حاصل از کالای دریافت بنابراین ؛نشده باشد

 عبارت است از:

 
 M ≥ Tوضعیت موجودی در حالت . 3شکل 

 

IE1 = 𝐶𝑝𝐼𝑒 ∫ 𝑡𝐷 [(
1

𝐿
) 𝑒−

𝑡

𝐿] 𝑑𝑡
𝑄

𝐷
0

 = 𝐶𝑝𝐼𝑒 𝐷 [𝐿 − 𝑒−
𝑄

𝐷𝐿 (𝐿 +
𝑄

𝐷
)] (7)  

 
 عبارت است از: ،یعنی بین طول دوره و دوره اعتباری ،[M,T]در طول دوره  دریافتنیبهره 

 

IE2 = 𝐶𝑝 𝐼𝑒 Q ∫ (𝑡 −
𝑄

𝐷
) [(

1

𝐿
) 𝑒−

𝑡

𝐿] 𝑑𝑡
𝑀

𝑇
= 𝐶𝑝 𝐼𝑒  𝑄 [(−𝑒−

𝑀

𝐿 (𝐿 + 𝑀 −

𝑄

𝐷
) + 𝐿 𝑒−

𝑄

𝐷𝐿)] 
(8)  

باشد در طول یک  ≤M Tکه های موجودی در صورتیکل هزینه .های‌يک‌دورههزينه کل
 :دوره عبارت است از

(9) 

Cc1 =A +Q ∗ C𝑝 + ∫ [𝑄 − (𝑡 𝐷)](𝐶𝑠) [(
1

L
) 𝑒−

t

L] 𝑑𝑡
𝑄

𝐷
0

+ ∫ [𝑄 −
𝑄

𝐷
0

(
𝑡 𝐷

2
)] (𝐶𝑝 𝐻 𝑡) [(

1

L
) 𝑒−

t

L] 𝑑𝑡 + ∫ [(
𝑄

2
) (

𝑄

𝐷
)] (𝐶𝑝𝐻) [(

1

L
) 𝑒−

t

L] 𝑑𝑡 
∞
𝑄

𝐷⁄
+ 

𝐶𝑝 𝐼𝑒 ∫ (𝑄 − 𝐷 𝑡)𝑑𝑡 
𝑄

𝐷
𝑀

- 𝐶𝑝𝐼𝑒 ∫ [(𝑡 𝐷) (
1

L
) 𝑒−

t

L] 𝑑𝑡
𝑀

0
 

 د:شوصورت زیر ساده میهای کل بههزینه 6و  5، 3، 2، 1 با جایگذاری روابط
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(10) 
Cc1 = A + Q ∗ C𝑝 +(H L Cp+Cs)*( Q - D L(1-e−

Q

D∗L))+𝐶𝑝 𝐼𝑝(
DM2

2
−

M Q +
Q2

2D
) − 𝐶𝑝 𝐼𝑒 D(L − e−

M

L (L + M)) 
 

 باشد در طول یک دوره عبارت است از: M ≥ Tهای موجودی در صورتی که هزینههمچنین 
 

(11) 

Cc2 = A +Q ∗ C𝑝 + ∫ [𝑄 − (𝑡 𝐷)](𝐶𝑠) [(
1

L
) 𝑒−

t

L] 𝑑𝑡
𝑄

𝐷
0

+ ∫ [𝑄 −
𝑄

𝐷
0

(𝑡𝐷 2⁄ )](𝐶𝑝 𝐻 𝑡) [(
1

L
) 𝑒−

t

L] 𝑑𝑡 + ∫ [(
𝑄

2
) (

𝑄

𝐷
)] (𝐶𝑝 𝐻) [(

1

L
) 𝑒−

t

L] 𝑑𝑡
∞
𝑄

𝐷⁄
 -

𝐶𝑝 𝐼𝑒 ∫ [(t  D)] [(
1

L
)  e−

t

L] dt
Q

D
0

−Cp Ie Q∫ (𝑡 −
𝑄

𝐷
) [(

1

L
) e−

t

L] dt
M

T
 

 

 عبارت است از: 8و  7، 3، 2، 1های یک دوره با جایگذاری روابط ، کل هزینهCcبنابراین 
 

(12) 
Cc2=A+ Q ∗ C𝑝+( H L Cp + Cs)(Q - D L (1-e−

Q

D∗L))- 𝐶𝑝 𝐼𝑒 D  [L −

e−
Q

DL (L +
Q

D
)] − 𝐶𝑝 𝐼𝑒  Q [(−𝑒−

𝑀

𝐿 (𝐿 + 𝑀 −
𝑄

𝐷
) + 𝐿 𝑒−

𝑄

𝐷𝐿)] 
 

دستآمده در هروابط ب .انتظار‌محصولشده‌موجودی‌در‌طول‌دوره‌موردهای‌تنزيلکل‌هزينه
داده ها تعمیم بخش قبل تنها برای یک دوره محاسبه شده بود. حال این روابط برای کل دوره

 .استدر این زمینه راهگشا  ،1قضیه شود که می
 :آیددست میههای موجودی کل دوره از رابطه زیر بمتوسط هزینه.‌1قضیه‌

 

CL=  
Cc

(1−P𝑠𝑒
−𝑅

𝑄
𝐷)

    

‌

حافظه است،  توزیع نمایی بی و تابع توزیع عمر محصول نمایی فرض شده است ازآنجاکه :اثبات
 نداده رخهای قبل شدن در دورهدر صورتی که منسوخ دوره،های موجودی در ابتدای هر هزینه

نشدن کالا تا آن دوره های موجودی یک دوره در احتمال منسوخضرب هزینهباشد، برابر با حاصل
با وجود تورم و همچنین شدنی و بودن هزینه های منسوخبنابراین با توجه به احتمالی ؛خواهد بود

𝑒−𝑅تنزیل  با نرخ iدر دوره  هابا توجه به اینکه هزینه
𝑄
𝐷(𝑖−1)  یابندمیبه دوره اول انتقال، 

 انتظار محصول عبارت است از:های موجودی در طول دوره عمر موردکل هزینه
 

(13) CL=Cc+ Cc Ps𝑒
−𝑅

𝑄

𝐷   + Cc (𝑃𝑠𝑒
−𝑅

𝑄

𝐷)2
 + … ⇨ CL= 

C𝑐

(1−P𝑠𝑒
−𝑅

𝑄
𝐷)
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 اما از طرفی
 

(14) Ps=∫ [(
1

L
) 𝑒−

t

L] 𝑑𝑡
∞
𝑄

𝐷

=𝑒−
𝑄

𝐷𝐿 

 
 :خواهیم داشت 14و  13درنتیجه با توجه به عبارات 

 
(15) CL=  

Cc

(1−𝑒
−

𝑄
𝐷𝐿∗𝑒

−𝑅
𝑄
𝐷)

 

 
( برای دو CLهای موجودی در طول دوره عمر مورد انتظار محصول )بنابراین متوسط هزینه     

 د:شوبه صورت زیر محاسبه میM ≥ Tو  T ≥Mحالت 
 

‌T‌≥Mحالت‌اول‌ بنابراین با  دهد؛می رخ [M,0]شدن کالا در فاصله در این حالت منسوخ.
 داریم: ،1های موجودی در یک دوره و با توجه به قضیه توجه به هزینه

 

(16) 

CL=  
Cc

(1−P𝑠𝑒
−𝑅

𝑄
𝐷)

    ⇨ 

𝐶𝐿1 =

Q∗C𝑝+A+( HLCp+Cs)∗( Q− DL(1−e
−

Q
D∗L)−𝐶𝑝IeLD(L−e

−
M
L (L+M)))+𝐶𝑝Ip(

DM2

2
−MQ+

Q2

2D
)

(1−𝑒
−

𝑄
𝐷𝐿∗𝑒

−𝑅
𝑄
𝐷)

  

 
بنابراین  ؛باشد [∞ ,T]شدن کالا در فاصله که نقطه منسوخ شودمیفرض  .‌M‌≥Tدوم‌حالت‌

 داریم: 1های موجودی در یک دوره و با توجه به قضیه با توجه به هزینه

CL= 
Cc

(1−P𝑠𝑒
−𝑅

𝑄
𝐷)

 

(17) 

CL2= 

Q∗C𝑝+A+( H L Cp+Cs)∗( Q− D L(1−e−
Q

D∗L))−𝐶𝑝 𝐼𝑒 D (L−e−
Q

D L(L+
Q

D
))−𝐶𝑝 𝐼𝑒  Q [(−𝑒−

𝑀
𝐿 (𝐿+𝑀−

𝑄

𝐷
)+𝐿 𝑒−

𝑄
𝐷𝐿)]

(1−𝑒−
𝑄
𝐷𝐿∗𝑒−𝑅

𝑄
𝐷)

 

 

 ؛شود با هم برابر می  T<M و T>Mها در هر دو حالت شود هزینه T=Mهنگامی که مقدار      
آید با دست میبه [M,0]باشد فقط سود پرداختنی داریم که در فاصله  T=Mکه بنابراین زمانی
 داریم: T=Mتوجه به اینکه 

(18) 
IE=CIe∫ 𝑡𝐷 [𝑒−

t

L] 𝑑𝑡
𝑄

𝐷
0

=−CD𝐼𝑒L(L − e−
Q

DL(L +
Q

D
)) 
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عبارت  18و  3، 2، 1با جایگذاری روابط  T=Mهای یک دوره در حالت ، کل هزینهCcبنابراین 
 است از:

 
(19) Cc=Q ∗ C𝑝+ A+( HLCp+Cs)*( Q -  DL(1- e−

Q

D∗L − 𝐶𝑝 𝐼𝑒 L D(L − e−
Q

DL[L +
Q

D
]) 

 
 آید.دست میهب ،20ها از رابطه درنتیجه هزینه کل دوره

 
(20) 

CL =
Q ∗ C𝑝 + A + ( HLCp + Cs) ∗ ( Q −   DL(1 −  e−

Q

D∗L − 𝐶𝑝 𝐼𝑒 L D(L − e−
Q

DL[L +
Q

D
])

(1 − e−
𝑄

𝐷𝐿 ∗ 𝑒−𝑅
𝑄

𝐷)
 

‌

‌های‌پژوهشها‌و‌يافته.‌تحلیل‌داده4

ست باید برای هر دو حالت ا هاکردن هزینهحداقلدلیل اینکه هدف قبل از حل مدل به     
T>M و T<M  که: کردبنابراین باید اثبات  بررسی شود؛پذیری تابع محدب 

𝜕2𝐶𝐿

𝜕2𝑄
>0 

 

بودن تابع در پیوست الف نشان داده مشتق تابع و شرایط محدب، (M<Tبرای حالت اول )     
بودن دادن مثبتمنظور نشانآمده از مشتق دوم، بهدستبا توجه به پیچیدگی رابطه به .شده است

که تابع هدف  شودمی نشان داده، 4شکل از روش ترسیمی استفاده شده است. در  مشتق دوم
 محدب است. Q>0حالت اول برای 

منظور از مشتق دوم، به هآمددست( نیز با توجه به پیچیدگی رابطه بهM>Tبرای حالت دوم )     
نشان داده  ،5بودن مشتق دوم، از روش ترسیمی استفاده شده است. در شکل دادن مثبتنشان

البته مشتق تابع و شرایط محدببودن  ؛محدب است Q>0شود که تابع هدف حالت دوم برای می
 تابع در پیوست ب نشان داده شده است.
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 > Mتابع هزینه موجودی برای حالت  .4شکل 

𝑄

𝐷
 

 
 < Mتابع هزینه موجودی برای حالت  .5شکل 

𝑄

𝐷
 

 
آمده از دستبه Tو مقدار بهینه  T1 ،آمده از حالت اولدستبه Tمقدار بهینه ، برای حل مدل     

 :گیردصورت میهای زیر گامو شود می نامیده T2 ،حالت دوم
 

1. If (T1>M & T2<M) then compare[CL (T1) & CL (T2)] else Go to 4: 

 

2. If (T1>M & T2≮M) then compare[CL (T1) &CL (M)] else Go to 4: 

3. If (T1≮M & T2<M) then compare[CL (T2) &CL (M)] else Go to 4: 

 

4. Select T
*
 & Determine Q

*
 

 

5. If (T1≮M و   T2≮M) then T
*
=M ⇨ Q=D*M 

 

200 400 600 800 1000

500 000

600 000

700 000

800 000

900 000

1 106

200 400 600 800 1000

100 000

200 000

300 000

400 000
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های فروش گوشی همراه یکی از نمایندگی»در این پژوهش،  .نتايج‌مدل‌و‌تحلیل‌حساسیت
صورت به 1390مزبور از سال عنوان مورد مطالعاتی انتخاب شده است. نمایندگی به «هواوی
فعالیت دارد. برای حل مدل بر اساس  «هواوی»فروشی در حوزه فروش محصولات خرده
این گوشی همراه،  $1000تا  $20فروش، دو محصول با توجه به محدوده قیمتی های خرده داده

زیرمجموعه شرکت . با توجه به اینکه نمایندگی، شدانتخاب و نتایج بر اساس آن بررسی و تحلیل 
شده گرفتهنظرهای درپذیرد، واحد هزینههای خرید با نرخ ارزی صورت میخارجی است و قیمت

 با  Huawei Honor 6X BLN-L21صورت دلار لحاظ شده است. بر این اساس دو گوشی به
عنوان نمونه به $200با قیمت خرید   Huawei Nova 2 Plusو گوشی  $100قیمت خرید 

هماهنگی و ارسال  برایهای لازم . با توجه به اطلاعات دریافتی درخصوص هزینهدندش بررسی
دهی های سفارشهای ترخیص و گمرکی هر سفارش، هزینهمحصولات و همچنین هزینه

همچنین با توجه به تعدیل سود بانکی و  ؛در نظر گرفته شد $200صورت میانگین به میزان به
نظر و شرایط رکود موجود در بازار، نرخ فروش موردکاهش نرخ بهره بانکی و نحوه معامله خرده

های نگهداری نیز با توجه لحاظ شده و نرخ هزینه 15/0و نرخ بهره پرداختی  13/0بهره دریافتی 
 نظر گرفته شده است:در  12/0به قیمت اجاره فضا و قیمت نهایی محصول، 

 

 H=0.12, Ip=0.15, Ie= 0.13 
 

روز )خرید نقدی( تا  M=0حساسیت پارامترهای زمان پرداخت از مقدار  تحلیلمنظور به     
M=30 کند و اثر آن بر روی کل هزینهتغییر می( های موجودیTC  وTC(M) تحلیل )

سال تحلیل  L=4سال تا  L=2شدن کالا با تغییر ثیر متوسط زمان منسوخأهمچنین ت ؛دشو می
ثیر تغییر هر واحد تأواحد،  200واحد تا  20های هر واحد کالا از د و از طرفی با تغییر هزینهشومی

 گیرد.بررسی قرار میهای موجودی موردکالا بر روی هزینه
 

 Cو  L ،Mهای موجودی با تغییر هزینه .2جدول 
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و  M=0.04, 0.08 ،L=2تنها برای شرایط  ،دشومشاهده می، 2که در جدول  همانطور     
C=200 هزینه بهینه در حالت ،T=M برای  وM=0.08 ،L=4  وC=200  حالت بهینه در
T<M  هزینه بهینه در حالت  ،افتد و برای مابقی شرایطاتفاق میT>M با توجه به  .دهدرخ می
یابد که طبیعی است؛ زیرا با کاهش های موجودی کاهش میهزینه ،Lبا کاهش مقدار  ،2جدول 

L، شود و درنتیجه بیشتر می ،های کمتری موجودی وجود داشته باشداحتمال اینکه در تعداد سال
 20از  C( با افزایش مقدار M<Tهمچنین در حالت اول )؛ یابدهای موجودی نیز کاهش میهزینه

در  Lها با کاهش شود و شیب کاهش هزینهبیشتر می Lها با کاهش ثیر کاهش هزینهأت، 200تا 
ها نسبت به ثیر کاهش هزینهأت M. با افزایش مقدار است C=20بسیار بیشتر از  C=200حالت 

کمتر  Lها نسبت به کاهش شیب کاهش هزینه  M=30واقع دردر؛ شودکمتر می Lکاهش مقدار 
 .استM=0 از حالت 

های خیلی کمتر از حالتی است که بر هزینه Cثیر افزایش أت ،(M=0نقدی ) در شرایط فروش     
M>0 و هر چه مقدار  استM ها ثیر افزایش قیمت هر کالا بر افزایش هزینهأیابد تافزایش می

( در حالت 200تا  20درواقع شیب افزایش هزینه نسبت به تغییر قیمت کالا )از  ؛شودبیشتر می
M=30  روز بیشتر ازM=0  استروز( در حالت دوم .M>T نیز با کاهش )L ها مقدار هزینه
( 2تا  4)از  Lها نسبت به تغییر مقدار شیب کاهش هزینه C و با افزایش مقدار یابدمیکاهش 

ثیر چندانی بر کاهش یا افزایش شیب نمودار با أت Mاما در مقابل، افزایش مقدار  ؛بیشتر می شود
 ندارد. Cافزایش مقدار 

کاهش  Lمقدار  ( با کاهشQدهی)( مقدار بهینه سفارشM<Tو  M>Tدر هر دو حالت )     
ثیر چندانی أاما  ،شودهرچند باعث افزایش مقدار بهینه سفارش دهی می Cیابد. افزایش مقدار می

 رهمچنین افزایش مقدا ؛گذاردنمی Lبه کاهش  دهی نسبتبر شیب کاهش مقدار بهینه سفارش
M  دهی با کاهش مقدار مقدار بهینه سفارش ر شیب کاهشثیری بأتL گذارد.  نمی 
 احتمال Mزیرا با افزایش مقدار  ؛یابدهای موجودی کاهش میهزینه ،Mبا افزایش مقدار      

یدار هر شود و بدیهی است با وجود ارزش زمانی پول، خراستفاده از ارزش زمانی پول بیشتر می
( با M<Tدر حالت اول ) دست خواهد آورد.بدهد سود بیشتری به چه دیرتر پول فروشنده را

 ؛شودمراتب بیشتر میبه Mها با افزایش ثیر کاهش هزینهأت ،200تا  20از  Cافزایش مقدار 
اما در است؛  C=20بسیار بیشتر از  C=200در حالت  Mها با افزایش درواقع شیب کاهش هزینه

و شیب تغییر  داردهای ثیر بسیار ناچیزی بر کاهش هزینهأت M( افزایش مقدار M>Tحالت دوم )
 .استتقریباً برابر با صفر  Mها نسبت به کاهش مقدار هزینه
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ثیر بسیار ناچیزی بر افزایش مقدار أ( تM<Tو  M>Tدر هر دو حالت ) Mافزایش      
تمامی  برای Mدهی نسبت به افزایش گذارد و شیب تغییر مقدار بهینه سفارشسفارشدهی می

 برابر با صفر است. تقریباً Cت حالا
ثیر أ، تCزیرا با افزایش مقدار  ؛یابدهای موجودی افزایش مینیز هزینه Cبا افزایش مقدار      

 در مقدار موجودی مشمول بهره Ieضرب مراتب بیشتر از حاصلهای نگهداری بهافزایش هزینه
 . استزمانی پول در قیمت هر واحد کالا 

نشان داده شده  ،3در جدول  L ،M ،Cدهی با تغییر مقدارهای ها و مقدار سفارشتغییر هزینه     
 است:

 Cو  M ،Lحساسیت پارامترهای  تحلیل .3 جدول

 
 

کنند و که نرخ بهره دریافتنی و نرخ هزینه نگهداری برخلاف هم عمل میآنجا، از3در جدول      
شود،  ها میها و نرخ بهره دریافتنی باعث کاهش هزینههزینهنرخ هزینه نگهداری باعث افزایش 

ثیر تغییر تأگیرد و بار بر اساس نرخ بهره دریافتنی و نرخ هزینه نگهداری صورت میمقایسه این
های نگهداری ثیر نرخ هزینهأ( و همچنین تIe=0.4تا  Ie=0.05نرخ بهره دریافتنی )از 

(H=0.05  تاH=0.3بر هزینه )های موج( ودیTCبررسی و تحلیل می )د.شو 
 

 H ،Ie ،Cهای موجودی با تغییر هزینه. 4جدول 
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دهی با شیب ملایمی افزایش مقدار بهینه سفارش Ieبا کاهش مقدار ، 4 با توجه به جدول     
کمتر می شود و افزایش  Cدهی با افزایش مقدار اما شیب افزایش مقدار بهینه سفارش ؛یابدمی

 کند.دهی ایجاد نمییر چندانی در شیب افزایش مقدار بهینه سفارشأثنیز ت Hمقدار 
های نگهداری و درنتیجه افزایش هزینه باعث افزایش هزینه Hبدیهی است افزایش مقدار      

تا  0.05)افزایش از  Hمقدار  های موجودی نسبت به تغییرهزینه اما شیب تغییر ؛شودکل می
های موجودی نسبت به تغییر درواقع شیب تغییر هزینه؛ بیشتر می شود C( با افزایش مقدار 0.3

H  درC=200 های موجودی نسبت به تغییر تغییر هزینه بیشتر از شیبH  درC=20 اما  است؛
 کند.ایجاد نمی Cها با تغییر افزایش شیب هزینه درثیر چندانی أت Ieافزایش مقدار 

ها اما شیب افزایش هزینه ؛شودها میباعث افزایش هزینه Ieبدیهی است کاهش مقدار      
 ،C=200که در حوینبه ؛شدت بیشتر می شودبه Cبا افزایش مقدار  Ieنسبت به کاهش مقدار 

افزایش مقدار  ولی است؛ C=20مراتب بیشتر از حالت به Ieشیب افزایش هزینه نسبت به کاهش 
H ها با تغییر افزایش شیب هزینه درثیر چندانی أتC کند.ایجاد نمی 

شدن تقریبی باعث بیشتر Cیابد که افزایش مقدار کاهش می Qمقدار  Hبا افزایش مقدار      
 Hنسبت به افزایش مقدار  Q، شیب کاهش مقدار C=200در  شود.می Qشیب کاهش مقدار 

ها اما این شیب است؛ C=20در  Hنسبت به افزایش مقدار  Qکمی بیشتر از شیب کاهش مقدار 
ثیر چندانی بر تغییر شیب برای أت Ieتقریباً ثابت است و تغییر  Cبرای تغییرات  Ieدر همه حالات 

 ندارد. Cهر یک از حالات 
نشان داده شده  ،5در جدول  H ،Ieدهی با تغییر مقدارهای ها و مقدار سفارشتغییر هزینه     
 .است

 H ،Ieحساسیت پارامترهای  تحلیل .5 جدول

T>M‌ 

Ie ↓⇨ CL ↑,   𝐶𝑝 ↑⇨ | 
∆𝐶𝐿

∆Ie
| ↑,  H↑⇨ | 

∆𝐶𝐿

∆Ie
| fixed 

Ie ↓⇨𝑄 ↑,   𝐶𝑝 ↑⇨ | 
∆𝑄

∆Ie 
| ↓,  H ↑⇨ | 

∆𝑄

∆Ie 
| fixed 

Ie 

H ↑⇨CL ↑,   𝐶𝑝 ↑⇨ | 
∆𝐶𝐿

∆H
| ↑ , Ie ↑⇨ | 

∆𝐶𝐿

∆H
| fixed 

H ↑⇨𝑄 ↓,    𝐶𝑝 ↑⇨ | 
∆𝑄

∆H
| ↑,     Ie ↑⇨ | 

∆𝑄

∆H
| fixed 

H 

‌

‌توصیه‌هایپیشنهاد ‌و ‌مديريتيکاربردی  ،هااز اجرای مدل حاصلطبق نتایج  .های
خیر در پرداخت هزینه أگرفتن تنظررفت، سیاست کنترل موجودی با درگونه که انتظار می همان

فروش با چراکه در این حالت خرده؛ کندفروش تحمیل میموجودی کمتری را به خرده
و  کردهبهای آن را پرداخت  های مالی ناشی از موجودی در دستی کهنظرگرفتن هزینه در

 نکردهو بهای آن را بر اساس بازه زمانی مجاز هنوز پرداخت  کردهموجودی در دستی که مصرف 
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د که بیشترین بهره را از کنای انتخاب میگونهدهی را بهدهی و مقدار سفارشسفارش دورهاست، 
دهد که با . نتایج نشان میکندخیر در پرداخت دریافت أسود بهره دریافتی حاصل از بازه مجاز ت

 دورهدهد فروش ترجیح مینگهداری پایین، خردهدهی بالا و های سفارشتوجه به هزینه
دهی پایین و های سفارشدهی بیشتر از دوره پرداخت مجاز باشد؛ در صورتی که اگر هزینه سفاش
بیشتر است تا  هایفارشدنبال تعداد سفروش بهنگهداری نیز به نسبت بیشتر باشد خردههزینه

 .کندبیشترین بهره را از بازه مجاز پرداخت حاصل 
 حضور و واردهاتازه حضور بالای ضریب و امروز رقابتی عد کلان نیز با توجه به محیطدر بُ     

 داشته شرکت برای تواندمی محصول هر که درآمدی میزان تأکید بر و جهانی تجارت عرصه در

خروج  به تواندمی که مناسب هایاستراتژی اخذ و محصول چرخه عمر مدیریت بدون باشد؛
 فعالیت ادامه به فروشان قادرخرده شود، منجر سبد محصولات از محصول هنگامزود سریع و 

های رقابتی به جذب فروشان با ایجاد مزیتد که خردهشوبود؛ بنابراین توصیه می نخواهند
که در این  استخیر در پرداخت أه کالا با تئها، اراترین این مزیت. از جمله مهمکنندمشتری اقدام 
 از یا استفاده مشخص زمان یک در محصول یک متفاوت هایگذاریقیمت شد.مدل بررسی 

 هایاز کانال استفاده یا محصول عمر از مرحله هر در متفاوت هایگذاریقیمت هایاستراتژی

 دارد آن محصول عمر چرخه نمودار شکل در مستقیمی تأثیر محصول، یک برای گوناگون توزیع

 .بررسی شوندآتی  هایپژوهشد در شوکه توصیه می
 
‌و‌پیشنهادها‌گیرینتیجه.‌5

 تحت سیاست شدنی،منسوخ کالاهای برای موجودی کنترل مدل یک پژوهش این در     

از  شدهارائهخیر در پرداخت أگرفتن تنظردر شد. داده توسعه معوقه و در شرایط تورمی پرداخت
شود که مشتریان تمایل به سفارش مقادیر بیشتری از ، موجب میفروش به مشتریانطرف خرده

شود که تعداد کالای بیشتری به فروش برسد و تعداد کالای کالا داشته باشند. این امر باعث می
شدن های منسوخینهشدن کالا، هزو درنتیجه با کاهش ریسک منسوخ یابدمنسوخ شده کاهش 

شدن ارزشگرفتن شرایط تورمی و کمنظرفروش افزایش یابد. درموجودی کاهش و درآمد خرده
گذارد که در راستای ثیر میأهای آتی بر میزان سفارش بهینه در هر دوره تپول در دوره

شده، در هئل لحاظ شده است. بر اساس مدل اراگرفتن شرایط واقعی، این موضوع در این مدنظررد
تر از زمان پرداخت مجاز باشد، تر یا کوچکدهی بزرگبهینه سفارش دورهدو حالت که 

و الگوریتمی نیز برای حل مدل  شدهها و نتایج متعدد اثبات گرفتن لمنظرپذیری مدل با در محدب
 . شدارائه 



1396ـ زمستان  28انداز مديريت صنعتي ـ شماره  چشم   98 

لا مقدار سفارش شدن کادهد که با کاهش میانگین زمان منسوخنتایج مثال عددی نشان می     
زیرا با کاهش دوره  ؛دهدهای موجودی هر دوره را افزایش میو هزینه یابدمیفروش کاهش خرده

فروش برای مقابله با ریسک، مقدار یابد و خردهشدن افزایش میریسک منسوخ ،شدن کالامنسوخ
دار سفارش همچنین افزایش دوره پرداخت باعث افزایش مق ؛دهدموجودی کمتری را سفارش می

 شود.فروش میهای موجودی خردهبهینه و کاهش هزینه
به چندین روش قابلیت توسعه دارد. با توجه به اینکه تقاضا تابع عوامل متعددی  پژوهش این     
صورت تابعی خطی یا گرفتن تقاضا بهنظرپذیر نیست، درصورت قطعی امکانو تعیین آن به است

موضوع مناسبی برای  ،زمان )بر اساس چرخه عمر محصولات(به قیمت و  غیرخطی وابسته
صورت یک زمان ثابت در مدل پرداخت مجاز به همچنین زمان؛ رودشمار میآتی به هایپزوهش

کننده تغییر پیدا کند. مینأتواند بر اساس مقدار سفارش تولی این زمان می ؛لحاظ شده است
گرفتن کمبود، نظرفروش، درچندین خرده سطحی بامین چندأگرفتن یک زنجیره تدرنظر

شدنی از دیگر گذاری محصولات منسوخدرنظرگرفتن تخفیفات تعدادی و ریالی و قیمت
 د. شوآتی پیشنهاد می هایپژوهشموضوعاتی است که برای 
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‌یوست‌الفپ
 گیریم.تابع هدف را در حالت اول در نظر می پذیری، مجدداًبرای محاسبه مشتق

 

Cc=A+Q ∗ C𝑝 + ( H L Cp+Cs)*( Q- D L(1-e−
Q

D∗L)))+𝐶𝑝𝐼𝑃(
DM2

2
− MQ +

Q2

2D
) − 𝐶𝑝𝐼𝑒 D(L − e−

M

L (L + M)) 
(A1) 

 
 صورت خلاصه، فرض کنید داشته باشیم:به
 

K1 = A+ 𝐶𝑝𝐼𝑒
DM2

2
 – (H L Cp+Cs)D L – 𝐶𝑝 𝐼𝑒  D(L − e−

M

L (L + M)) (A2) 

K2 =  H L Cp + Cs-M 𝐶𝑝 𝐼𝑝 +Cp=Cp(𝐻 ∗ L + 1-M  𝐼𝑝) + Cs (A3) 

K3 = (H L Cp + Cs)D L (A4) 

K4=
𝐶𝑝 𝐼𝑝

2D
 (A5) 

ند از:اهای موجودی عبارتبنابراین هزینه  
 

CL=
(K1+ K2Q+ K3e

−
Q

D∗L +K4Q2)

(1−e
−

𝑄
𝐷𝐿∗𝑒

−𝑅
𝑄
𝐷)

 

 

(A6) 

 گیری خواهیم داشت:حال با مشتق
 

𝜕𝐶𝐿

𝜕𝑄
= −

(1 + 𝐿𝑅)𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 (𝐾1 + 𝐾3𝑒
−

𝑄

𝐷𝐿 + 𝐾2𝑄 + 𝐾4𝑄
2)

𝐷 𝐿 (1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 )2
+

𝐾2 + 2𝐾4𝑄 −
𝐾3𝑒

−
𝑄
𝐷𝐿

𝐷𝐿

1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

 (A7) 
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 بر این اساس، مشتق دوم برابر خواهد شد با:

 

𝜕2𝐶𝐿

𝜕𝑄2
= −

(1 + 𝐿𝑅)𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 (𝐾2 + 2𝐾4𝑄 −
𝐾3𝑒

−
𝑄
𝐷𝐿

𝐷𝐿
)

𝐷 𝐿 (1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 )
2 + (𝐾1 + 𝐾3𝑒

−
𝑄

𝐷𝐿

+ 𝐾2𝑄 + 𝐾4𝑄
2)(

2𝑒−
(1+𝐿 𝑅)𝑄

𝐷𝐿

𝐷2𝐿2(1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 )3

+
𝑒−

(1+𝐿 𝑅)𝑄

𝐷𝐿 (1 + 𝐿𝑅)2

𝐷2𝐿2(1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 )2

) +
2𝐾4 +

𝐾3𝑒
−

𝑄
𝐷𝐿

𝐷2𝐿2

1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

 

(A8) 

 
 سازی خواهیم داشت:بندی عبارات و سادهپس از دسته

 

𝜕2𝐶𝐿

𝜕𝑄2  =
(𝐾4𝑄)(1+𝐿𝑅)𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

𝐷𝐿(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

2 ∗ (
2 𝑄 𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

𝐷𝐿(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

+
𝑄 

𝐷𝐿
 - 4) + 

(𝐾2)𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿

𝐷𝐿(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

2 ∗

(
2 𝑄 𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

𝐷𝐿(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

+
𝑄 

𝐷𝐿
 - 2) + 

(𝐾3)𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿

𝐷2𝐿2(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

2 ∗ (
2  𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

+ 3) 

+
2𝑘4+

𝑘3 𝑒
−

𝑄
𝐷𝐿

𝐷2𝐿2

1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿

 + 𝐾1 ∗ (
2𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

𝐷2𝐿2(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )3

+
𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿

𝐷2𝐿2(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )2

) 

(A9) 

 
که آنجااز .مثبت است K4و   K3داشت که منظور تحلیل عبارت حاصل از مشتق دوم باید توجهبه     

M<L  وh Ip ،توان نتیجه گرفت که می استK2 اما در مورد عبارت  ؛باشدنیز مثبت میK1 توان نمی
 .کردطور کامل قضاوت به

( Q≤LDکه مقدار سفارش اقتصادی از مقدار تقاضای طول عمر کمتر است )آنجااز طرفی، از     

1)بنابراین  − 𝑒−
𝑄

𝐷𝐿) > 0 است. 
 در جمع بندی می توان نتیجه گرفت که تحت شرایط زیر مشتق دوم مثبت است:

 

A + 𝐶𝑝𝐼𝑒
𝐷𝑀2

2
 + 𝐶𝑝 𝐼𝑒  𝐷 [𝑒−

𝑀

𝐿 (𝐿 + 𝑀)] > D L [(𝐻 𝐿 + 𝐼𝑒)𝐶𝑝+ 𝐶𝑠]  (A10) 

2 𝑄 𝑒
−

𝑄
𝐷𝐿

DL(1−𝑒
−

𝑄
𝐷𝐿)

+
𝑄 

DL
> 4   (A11) 
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‌پیوست‌ب
 گیریم.تابع هدف را در حالت دوم در نظر می پذیری، مجدداًبرای محاسبه مشتق

 

Cc=A + Q ∗ C𝑝 + ( H L Cp + Cs) ∗ ( Q −  D L (1 − e−
Q

D∗L)) −

𝐶𝑝 𝐼𝑒  D (L − e−
Q

DL (L +
Q

D
)) − 𝐶𝑝 𝐼𝑒  Q [(−𝑒−

𝑀

𝐿 (𝐿 + 𝑀 −
𝑄

𝐷
) + 𝐿 𝑒−

𝑄

𝐷𝐿)] 

(B1) 

 
 صورت خلاصه فرض کنید داشته باشیم:به

 
K5 = A − Cp Ie DL- (HLCp + Cs)DL (B2) 

K6 =  𝐻 𝐿 𝐶𝑝+𝐶𝑠 −𝐶𝑝 𝐼𝑒( 𝑒
−

𝑀

𝐿 (𝐿 + 𝑀)) + 𝐶𝑝      (B3) 

K7 = ( HLCp + Cs) D L+ 𝐶𝑝 𝐼𝑒 𝐷 𝐿   (B4) 

K8 = 𝐶𝑝 𝐼𝑒  - 𝐶𝑝 𝐼𝑒 𝐿   

 
(B5) 

K9 = − 
𝐶𝑝 𝐼𝑒 

D
𝑒−

𝑀

𝐿  (B6) 

 های موجودی عبارت است از:بنابراین کل هزینه
 

CL = 
K5+K6 Q+K7  e

−
Q
DL+K8  Q  e

−
Q
DL +K9  Q2 

(1−e
−

𝑄
𝐷𝐿∗𝑒

−𝑅
𝑄
𝐷)

 

 

(B7) 

 
 :کنیمحال مشتق اول و دوم را برای این تابع هدف محاسبه می

 
∂CL

∂Q

= −
(1 + 𝐿𝑅)𝑒−

(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 (𝐾5 + 𝐾6Q + 𝐾7 e
−

Q

DL + 𝐾8 Q e−
Q

DL + 𝐾9 Q
2)

D L(1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)Q

𝐷𝐿 )2

+
𝐾6 + 𝐾8 e

−
Q

DL + 2 𝐾9 Q −
𝐾7 e

−
Q
DL

D L
−

𝐾8 Q e
−

Q
DL

D L

1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)Q

𝐷𝐿

 

(B8) 
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∂2CL

∂Q2

= −
2𝑒−

(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 (1 + 𝐿𝑅)(𝐾6 + 𝐾8𝑒
−

𝑄

𝐷𝐿 + 2 𝐾9𝑄 −
𝐾7 𝑒

−
𝑄
𝐷𝐿

𝐷 𝐿
−

𝐾8 Q 𝑒
−

𝑄
𝐷𝐿

𝐷 𝐿
)

𝐷 𝐿(1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 )2

+ (𝐾5 + 𝐾6Q + 𝐾7 e
−

Q

DL + 𝐾8 Q e−
Q

DL + 𝐾9 Q
2)

[
 
 
 2𝑒−

2(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 (1 + 𝐿𝑅)2

𝐷2𝐿2 (1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 )
3

+
𝑒−

(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 (1 + 𝐿𝑅)2

𝐷2𝐿2 (1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 )
2

]
 
 
 

+
2 𝐾9 −

2 𝐾8𝑒
−

𝑄
𝐷𝐿

𝐷𝐿
+

𝐾7 𝑒
−

𝑄
𝐷𝐿

𝐷2𝐿2 +
𝐾8 Q 𝑒

−
𝑄
𝐷𝐿

𝐷2𝐿2

1 − 𝑒−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

 

(B9) 

 

 

 
 با دسته بندی و ساده سازی رابطه فوق خواهیم داشت:

 

∂2CL

∂Q2 =
(𝐾6)𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 (1+𝐿𝑅) 

D L (1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )2 

[
2 Q 𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

D L (1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

+
Q 

D L
 – 2] + 

(𝐾8)𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 (1+𝐿𝑅) 

D L (11−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )2

[
2 Q 𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

D L (1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

+
3Q 

D L
 – 2 −

2(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

 e
−

Q
D L

+

Q(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

D L e
−

Q
D L

] + 

(𝐾9 Q)𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 (1+𝐿𝑅)

D L(1−e
−

Q
D L)2

[
2 Q 𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

D L(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

+
Q 

D L
 – 4 +

2D L(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

Q e
−

Q
D L

] + 

(𝐾7)𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 (1+𝐿𝑅)

D2 L2(1−e
−

Q
D L)

2 ∗ [
2  𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

+ 3 + 
(1−𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 )

 Q e
−

Q
DL

] 

+ (𝐾5)[
2e𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿

D2L2(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

3 +
𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿

D2L2(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

2 ] 

(B10) 

 
مثبت است و از  K7باشند ولی منفی می K9و  K8جهت تحلیل رابطه فوق باید توجه داشت که      

نیز تحت شرایط زیر  K6افتد( همچنین )که در بسیاری از موارد اتفاق می H>Ieو  L>>Mآنجا که 
 مثبت است:

 
𝐿𝑛(𝐿+𝑀)−𝐿𝑛(𝐿)

𝑀
≅

1

𝐿
⟹

𝐿

𝐿+𝑀
≅ 𝑒−

𝑀

𝐿 ⟹ 𝐻 𝐿 𝐶𝑝+ 𝐶𝑠 > 𝐶𝑝 𝐼𝑒   [𝑒−
𝑀

𝐿 (𝐿 + 𝑀)] (B11) 

 
طور در مورد این رابطه به نتوا(، نمیB10در رابطه مشتق دوم ) بالاهای تحلیلوبا توجه به تجزیه     
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برقرار شوند، مثبت توان گفت که مشتق دوم تنها در صورتی که روابط زیر و تنها می کردکلی قضاوت 
 است:

2 Q𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿

D L (1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

+
Q 

D L
 ≥ 2 (B12) 

2 Q e
−

Q
D L

D L (1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

+
3Q 

D L
 +

Q(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

D L𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿

 ≤   2 +
2(1−𝑒

−
(1+𝐿𝑅)𝑄

𝐷𝐿 )

𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿

     (B13) 

2 Q 𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿

D L(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

+
Q 

D L
 +

2D L(1−𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿 )

Q 𝑒
−

(1+𝐿𝑅)𝑄
𝐷𝐿

 ≤ 4   (B14) 

A ≥ [(𝐻 𝐿 + 𝐼𝑒 ) 𝐶𝑝 + 𝐶𝑠] D L  (B15) 

 

‌

‌

‌


